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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz pole obszaru (nieograniczonego) zawartego pomi¦dzy wykresem funk-
cji f(x) = x e−x2

oraz dodatni¡ póªosi¡ poziom¡.

Rozwi¡zanie: Jak wiemy to pole jest równe caªce niewªa±ciwej∫ ∞

0

x e−x2

dx.

Policzymy t¡ caªk¦. We¹my dowolne M > 0∫ M

0

x e−x2

dx =

{
t = x2

dt
2
= xdx

}
=

1

2

∫ M2

0

e−tdt

=
1

2

(
− e−t

)∣∣∣M2

0

=
1

2

(
1− e−M2

)
M→∞−→ 1

2
.
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Zadanie 2. Udowodnij nast¦puj¡cy fakt: je»eli an
n→∞−→ +∞ oraz bn

n→∞−→ g, gdzie g > 0,
to tak»e an · bn

n→∞−→ +∞.

Rozwi¡zanie: Intuicyjnie widzimy to nast¦puj¡co. Wyrazy an s¡ du»e od pewnego
miejsca, natomiast bn s¡ oddzielone od zera od pewnego miejsca. Iloczyn mo»e wi¦c by¢
dowolnie du»y od pewnego miejsca. A teraz przeprowadzimy formalne rachunki. Mamy
pokaza¢, »e

∀ M ∃ n0 ∈ N ∀ n ≥ n0 an bn > M.

Wiemy, »e

∀ ϵ > 0 ∃ n1 ∈ N ∀ n ≥ n1 |bn − g| < ϵ ⇒ bn > g − ϵ.

We¹my ϵ = g/2 i mamy, dla n ≥ n1 bn > g − g/2 = g/2 > 0.
Z drugiej strony wiemy, »e

∀ N ∃ n2 ∈ N ∀ n ≥ n2 an > N.

Je»eli M > 0 to niech N = 2M/g, oraz n0 = max{n1, n2}. Wtedy dla n ≥ n0 an > 2M/g,
bn > g/2 ⇒ anbn > M . (Pomno»yli±my stronami nierówno±ci co jest mo»liwe, gdy»
wszystkie �strony� s¡ dodatnie.)
Je»eli M ≤ 0 to jest pro±ciej, bierzemy N = 0, ϵ = g i n0 = max{n1, n2}. Dla n ≥ n0

mamy an > 0 i bn > 0 ⇒ anbn > 0 ≥ M .
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Zadanie 3. Oblicz pole �gury ograniczonej wykresem funkcji f(x) = sin(x) oraz prost¡
y = 1√

2
, dla 0 ≤ x ≤ π.

Rozwi¡zanie: Na odcinku [0, π] sin x jest powy»ej 1√
2
dla π/4 ≤ x ≤ 3π/4. Rozwa»ana

�gura jest wi¦c dana przez {(x, y) : 1√
2
≤ y ≤ sin x, π

4
≤ x ≤ 3π

4
}. Pole tej �gury to

ró»nica caªek: ∫ 3π
4

π
4

sinx dx−
∫ 3π

4

π
4

1√
2
dx = − cos x

∣∣∣ 3π4
π
4

− 1√
2
x
∣∣∣ 3π4
π
4

=
1√
2
+

1√
2
− 1√

2

(3π
4

− π

4

)
=

2√
2
− π

2
√
2

=
4− π

2
√
2
.
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Zadanie 4. Oblicz caªk¦ ∫ 1

0

√
x√

x+ 1
dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez podstawienie:∫ 1

0

√
x√

x+ 1
dx =

{
t=

√
x

dt= 1
2
√

x
dx

2tdt = dx

}
= 2

∫ 1

0

t2

t+ 1
dt

=

{
s = t+ 1

ds = dt

}
= 2

∫ 2

1

(s− 1)2

s
ds

= 2

∫ 2

1

s2 − 2s+ 1

s
ds

= 2

∫ 2

1

(
s− 2 +

1

s

)
ds

= 2
(s2
2
− 2s+ log s

)∣∣∣2
1

= 2
(4
2
− 4 + log 2

)
− 2

(1
2
− 2 + 0

)
= 4− 8 + 2 log 2− 1 + 4

= 2 log 2− 1

= log
4

e
.
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Zadanie 5. Oblicz caªk¦ ∫ π

−π

x sinx dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez cz¦±ci:∫ π

−π

x sinx dx =

∫ π

−π

x (− cos x)′ dx

= −x cos x
∣∣∣π
−π

+

∫ π

−π

cos x dx

= −π(−1) + (−π)(−1) + sin x
∣∣∣π
−π

= 2π.
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Zadanie 6. Oblicz dªugo±¢ krzywej danej równaniem y2 = x3 pomi¦dzy punktami (0, 0)
i (4, 8).

Rozwi¡zanie: Dla tej krzywej y = ±x
3
2 , wi¦c fragment ªuku pomi¦dzy (0, 0 i (4, 8) to

wykres funkcji f(x) = x
3
2 . Wiemy, »e dªugo±¢ tego ªuku to

L =

∫ 4

0

√
1 + f ′(x)2 dx.

Policzmy. f ′(x) = 3
2
x

1
2 , wi¦c

L =

∫ 4

0

√
1 +

(3
2

√
x
)2

dx

=

∫ 4

0

√
1 +

9

4
x dx

=

{
t = 1 + 9

4
x

4
9
dt = dx

}
=

4

9

∫ 10

1

√
t dt

=
8

27
t
3
2

∣∣∣10
1

=
8

27

(√
10

3
− 1

)
=

8

27
(
√
1000− 1).
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Zadanie 7. Oblicz granic¦ (cotx to kotangens x):

lim
x→0

arcsinx cotx.

Rozwi¡zanie: Jest to wyra»enie nieoznaczone typu 0(±∞). Przeksztaª¢my to do postaci
0
0
i zastosujmy reguª¦ de l'Hospitala.

lim
x→0

arcsinx cotx = lim
x→0

arcsin x

tanx

de l'H
= lim

x→0

1√
1−x2

1
cos2 x

= 1.
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