
Zadanie 1. Rozwi¡» nierówno±¢
∣∣∣∣
2x− 5

x + 3

∣∣∣∣ > 1.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e 2x− 5 > 0 ⇔ x > 5
2
, oraz x + 3 > 0 ⇔

x > −3. Rozwa»amy wi¦c 3 przypadki:
(a) x < −3, wtedy 2x− 5 < 0 i x + 3 < 0, a wi¦c∣∣∣∣

2x− 5

x + 3

∣∣∣∣ > 1

|2x− 5| > |x + 3|
−2x + 5 > −x− 3

8 > x.

W tym przypadku wszystkie x < −3 nale»¡ wi¦c do zbioru rozwi¡za«.

(b) −3 < x < 5
2
, wtedy 2x− 5 < 0 i x + 3 > 0, a wi¦c∣∣∣∣

2x− 5

x + 3

∣∣∣∣ > 1

|2x− 5| > |x + 3|
−2x + 5 > x + 3

2

3
> x.

W tym przypadku do zbioru rozwi¡za« nale»¡ x takie, »e −3 < x < 2
3
.

(c) 5
2
≤ x, wtedy 2x− 5 ≥ 0 i x + 3 > 0, a wi¦c∣∣∣∣

2x− 5

x + 3

∣∣∣∣ > 1

|2x− 5| > |x + 3|
2x− 5 > x + 3

x > 8.

W tym przypadku do zbioru rozwi¡za« dochodzi (8, +∞).
Podsumowuj¡c, rozwi¡zaniem jest zbiór (−∞,−3)∪(−3, 2

3
)∪(8,∞).
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Zadanie 2. Udowodnij, »e

13 + 23 + · · ·+ n3 =

(
n(n + 1)

2

)2

.

Rozwi¡zanie: Dowód indukcyjny. Podstawiaj¡c n = 1 równo±¢ przyj-
muje posta¢

13 =

(
1 · 2
2

)2

,

czyli równo±¢ jest speªniona. Zaªó»my

13 + 23 + · · ·+ n3 =

(
n(n + 1)

2

)2

,

i podstawmy do

13 + 23 + · · ·+ n3 + (n + 1)3 =

(
n(n + 1)

2

)2

+ (n + 1)3

=
(n + 1)2

4

(
n2 + 4(n + 1)

)

=
(n + 1)2

4

(
n2 + 4n + 4)

)

=
(n + 1)2

4
(n + 2)2

=

(
(n + 1)(n + 2)

2

)2

,

czyli udowodnili±my równo±¢ dla n + 1, czyli krok indukcyjny zostaª
udowodniony.
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Zadanie 3. Wykonaj nast¦puj¡ce dziaªanie, i przedstaw wynik w po-
staci a + b i:

4− 3 i

4 + 3 i
.

Rozwi¡zanie:
4− 3 i

4 + 3 i
=

(4− 3 i)(4− 3 i)

(4 + 3 i)(4− 3 i)

=
16− 9− 12 i− 12 i

16 + 9

=
7

25
− 24

25
i.



4

Zadanie 4. Znajd¹ wszystkie pierwiastki zespolone 3 stopnia liczby
−8.

Rozwi¡zanie: Przedstawmy −8 w postaci trygonometrycznej:
−8 = 8 (−1 + 0 i) = 8 (cos π + i sin π).

Zgodnie ze wzorami z wykªadu wszystkie pierwiastki dane s¡ wzorami

w0 = 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
= 2

(
1

2
+ i

√
3

2

)
= 1 + i

√
3,

w1 = 2

(
cos

π + 2π

3
+ i sin

π + 2π

3

)
= 2

(− 1 + i 0
)

= −2,

w2 = 2

(
cos

π + 4π

3
+ i sin

π + 4π

3

)
= 2

(
1

2
− i

√
3

2

)
= 1− i

√
3.
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Zadanie 5. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an =

√
n2 + 4

3n− 2
.

Rozwi¡zanie: Pami¦tamy, »e z granic¡ mo»na �wej±¢ pod pierwia-
stek�:

an =

√
n2 + 4

3n− 2
=

√
1 + 4

n2

3− 2
n

n→∞−−−→
√

1

3
=

1

3
.
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Zadanie 6. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an =
√

n2 + 2n− n.

Rozwi¡zanie: Stosujemy zwykªy �chªyt� z pozbywaniem si¦ pierwiast-
ków

√
n2 + 2n− n =

(
√

n2 + 2n− n)(
√

n2 + 2n + n)√
n2 + 2n + n

=
2n√

n2 + 2n + n

=
2√

1 + 2 1
n

+ 1

n→∞−−−→ 2√
1 + 1

= 1.



7

Zadanie 7. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an = n

√(
2

3

)n

+

(
3

4

)n

.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z twierdzenia o 3 ci¡gach, i z tego, »e 2
3

<
3
4
:

3

4
= n

√(
3

4

)n

≤ n

√(
2

3

)n

+

(
3

4

)n

≤ n

√
2

(
3

4

)n

=
n
√

2
3

4
.

Oba ci¡gi skrajne zbiegaj¡ do 3
4
(lewy jest w ogóle staªy), wi¦c ci¡g w

±rodku te» zbiega do 3
4
.
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Zadanie 8. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an = sin(n!) · n

n2 + 1
+

2n

3n + 1
· n

1− 3n
.

Rozwi¡zanie: Zajmijmy si¦ pierwszym skªadnikiem sumy. Korzysta-
j¡c z tego, »e −1 ≤ sin(x) ≤ 1 mamy

− n

n2 + 1
≤ sin(n!) · n

n2 + 1
≤ n

n2 + 1
.

Ci¡gi skrajne maj¡ wspóln¡ granic¦ 0, gdy»
n

n2 + 1
=

1
n

1 + 1
n2

n→∞−−−→ 0.

W takim razie,
sin(n!) · n

n2 + 1

n→∞−−−→ 0.

Zajmijmy si¦ drugim skªadnikiem sumy
2n

3n + 1
· n

1− 3n
=

2

3 + 1
n

· 1
1
n
− 3

n→∞−−−→ 2

3
· 1

−3
.

W ko«cu, dodaj¡c te dwie granice, otrzymujemy

an
n→∞−−−→ 0 +

−2

9
=
−2

9
.


