
Zadanie 1. Sprawd¹ zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej, i w przypadku zbie»-
no±ci oblicz j¡ ∫ ∞

−∞

arctan x

1 + x2
dx.

Rozwi¡zanie: Obliczmy najpierw caªk¦ nieoznaczon¡. Korzystamy z
podstawienia arctan x = t, wtedy dt = 1

1+x2 dx:
∫

arctan x

1 + x2
dx =

∫
t dt =

t2

2
+ C =

(arctan x)2

2
+ C.

Sprawdzamy zbie»no±¢ ka»dej z caªek niewªa±ciwych. Ze wzgl¦du na
parzysto±¢ wystarczyªoby sprawdzi¢ zbie»no±¢ jednej, zbie»no±¢ drugiej
b¦dzie taka sama.

∫ M

0

arctan x

1 + x2
dx =

(arctan x)2

2

∣∣∣∣
M

0

=

=
(arctan M)2

2
− 0

M→∞−−−−→ (π
2
)2

2
=

π2

8
.

Sprawdzamy drug¡ caªk¦ niewªa±ciw¡:
∫ 0

−M

arctan x

1 + x2
dx =

(arctan x)2

2

∣∣∣∣
0

−M

=

= 0− (arctan(−M))2

2

M→∞−−−−→ − (−π
2
)2

2
= − π2

8
.

Caªka niewªa±ciwa na caªej prostej istnieje wi¦c, i jest równa
∫ ∞

−∞

arctan x

1 + x2
dx =

∫ 0

−∞

arctan x

1 + x2
dx+

∫ ∞

0

arctan x

1 + x2
dx = − π2

8
+

π2

8
= 0.

1



2

Zadanie 2. Oblicz obj¦to±¢ bryªy powstaªej przez obrót obszaru pod
wykresem funkcji f(x) = sin x, na przedziale [0, π], wokóª osi OX

Rozwi¡zanie:

V = π

∫ π

0

sin2 x dx = π

∫ π

0

1− cos 2x

2
dx =

π

4

∫ 2π

0

(1−cos x) dx =
π2

2
.

Skorzystali±my z to»samo±ci trygonometrycznej 2 sin2 x = 1− cos 2x.
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Zadanie 3. Oblicz caªk¦ oznaczon¡
∫ 2π

0

x2 cos(2x + 1) dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez cz¦±ci:
∫ 2π

0

x2 cos(2x + 1) dx =
x2 sin(2x + 1)

2

∣∣∣∣
2π

0

−
∫ 2π

0

x sin(2x + 1) dx

=
4π2 sin(1)

2
+

x cos(2x + 1)

2

∣∣∣∣
2π

0

−
∫ 2π

0

cos(2x + 1) dx

= 2π2 sin(1) + π cos(1)− sin(2x + 1)

2

∣∣∣∣
2π

0

= 2π2 sin(1) + π cos(1).
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Zadanie 4. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡
∫

log(x2 − 1) dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez cz¦±ci.∫
x′ log(x2 − 1) = x log(x2 − 1)−

∫
x

1

x2 − 1
2x dx

= x log(x2 − 1)− 2

∫
x2

x2 − 1
dx

= x log(x2 − 1)− 2

∫
x2 − 1 + 1

x2 − 1
dx

= x log(x2 − 1)− 2

∫ (
1 +

1

x2 − 1

)
dx

= x log(x2 − 1)− 2x−
∫

2 dx

(x− 1)(x + 1)
.

Rozªó»my na uªamki proste
2

(x− 1)(x + 1)
=

1

x− 1
− 1

x + 1
.

Liczymy caªk¦∫
2 dx

(x− 1)(x + 1)
=

∫ (
1

x− 1
− 1

x + 1

)
dx = log |x−1|−log |x+1|+C.

Podstawiaj¡c do oblicze«, otrzymujemy∫
x′ log(x2 − 1) = x log(x2 − 1)− 2x− log |x− 1|+ log |x + 1|+ C.
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Zadanie 5. Udowodnij oszacowanie

1

11
<

∫ 10

9

dx

x + sin x
<

1

8
.

Rozwi¡zanie: Na przedziale [9, 10] najbardziej brutalne szacowanie
daje nam

9− 1 < x + sin x < 10 + 1,

czyli funkcja podcaªkowa speªnia
1

11
<

1

x + sin x
<

1

8
.

Bior¡c pod uwag¦, »e przedziaª caªkowania ma dªugo±¢ 1, oszacowania
funkcji podcaªkowej daj¡ nam oszacowania caªki o które chodziªo.
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Zadanie 6. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡
∫

x

(x + 1)(2x + 1)
dx.

Rozwi¡zanie: Zauwa»amy, »e funkcja wymierna pod caªk¡ ma rozkªad
x

(x + 1)(2x + 1)
=

1

x + 1
− 1

2x + 1
,

i obliczamy:∫
x

(x + 1)(2x + 1)
dx =

∫ (
1

x + 1
− 1

2x + 1

)
dx = log |x+1|−1

2
log |2x+1|+C.
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Zadanie 7. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡
∫

ex

e2x + 1
dx.

Rozwi¡zanie: Podstawiamy t = ex, wi¦c dt = exdx.∫
ex

e2x + 1
dx =

∫
dt

t2 + 1
= arctan t + C = arctan ex + C.



8

Zadanie 8. Oblicz przybli»on¡ warto±¢
√

50, korzystaj¡c z trzech po-
cz¡tkowych wyrazów (zerowego, pierwszego i drugiego) odpowiednio
dobranego szeregu Taylora

Rozwi¡zanie: Dla funkcji f(x) =
√

x stosujemy przybli»enie wielo-
mianem Taylora stopnia 2:

f(49 + 1) ' f(49) + f ′(49) · 1 +
f ′′(49)

2
· 12.

Pozostaje tylko podstawi¢

f ′(x) =
1

2

1√
x
, f ′′(x) = −1

2

1

2

1

(
√

x)3
.

Podstawiaj¡c, otrzymujemy
√

50 ' 7 +
1

14
− 1

8 · 73
=

19403

2744
.
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Zadanie 9. Wyznacz promie« zbie»no±ci szeregu MacLaurina funkcji

f(x) =
1

x + 2

Rozwi¡zanie: Z najwi¦ksz¡ ªatwo±ci¡ zauwa»amy, »e

f (n)(x) = (−1)n n!
1

(x + 2)n+1
, czyli f (n)(0) = (−1)n n!

1

2n+1
.

Szereg MacLaurina ma wi¦c posta¢

f(x) =
∞∑

n=0

(−1)n 1

2n+1
xn.

Podstawiamy wspóªczynniki do wzoru na promie« zbie»no±ci, i mamy
1

R
= lim

n→∞
n
√
|an| = lim

n→∞
n

√
1

2n+1
= lim

n→∞
1

2 n
√

2
=

1

2
,

czyli R = 2.
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Zadanie 10. Znale¹¢ przedziaªy wypukªo±ci (gdzie wypukªa a gdzie
wkl¦sªa) i punkty przegi¦cia funkcji

f(x) = x8 − x2 + 7x− 15.

Rozwi¡zanie: Mamy
f ′(x) = 8x7 − 2x + 7, f ′′(x) = 56x6 − 2.

Sprawdzenie wypukªo±ci funkcji sprowadza si¦ do sprawdzenia znaku
ostatniego wielomianu, i otrzymujemy, »e f(x) jest wypukªa na prze-
dziaªach (−∞,− 6

√
1
28

) oraz ( 6

√
1
28

, +∞), natomiast jest wkl¦sªa na prze-

dziale (− 6

√
1
28

, 6

√
1
28

). Punktami przegi¦cia wykresu s¡ punkty x =

± 6

√
1
28
.


