
Kolokwium 1
5.11.10

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an = n
√

1n + 2n + 3n.

Rozwi¡zanie: Mamy nast¦puj¡ce nierówno±ci:
3n ≤ 1n + 2n + 3n ≤ 3 · 3n,

a wi¦c, wyci¡gaj¡c pierwiastki stronami otrzymujemy
3 =

n
√

3n ≤ n
√

1n + 2n + 3n ≤ n
√

3
n
√

3n = 3
n
√

3.

Skrajne ci¡gi po lewej i prawej oba zbiegaj¡ do 3, a wi¦c, z tw. o 3 ci¡gach tak»e
lim

n→∞
n
√

1n + 2n + 3n = 3.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Funkcja f dana jest wzorem

f(x) =
1

x− 1
, Df = {x : x 6= 1}, g(x) =

1

x2 + 1
, Dg = R.

Podaj wzór na zªo»enie (f ◦ g), i podaj naturaln¡ dziedzin¦ zªo»enia D(f◦g).
Rozwi¡zanie: Dziedzina zªo»enia f ◦ g to te punkty x ∈ Dg dla których g(x) ∈ Df .
Rozwi¡»my wi¦c równanie

1 = g(x) =
1

x2 + 1
⇒ x2 + 1 = 1 ⇒ x = 0.

Otrzymali±my, »e Df◦g = {x : x 6= 0}. Wzór na zªo»enie otrzymujemy przez podstawienie:

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) =
1

g(x)− 1
=

1
1

x2+1
− 1

=
x2 + 1

1− (x2 + 1)
=

x2 + 1

x2
= 1 +

1

x2
.

2



Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Wykonaj nast¦puj¡ce dziaªanie, i przedstaw wynik w postaci a + b i:
1 + i

2− 3 i
.

Rozwi¡zanie: Mo»emy to zrobi¢ na przykªad podstawiaj¡c a + b i do wzoru

1 + i = (2− 3 i)(a + b i) = (2a + 3b) + (2b− 3a) i,

i rozwi¡za¢ ukªad równa«{
2a + 3b = 1,

−3a + 2b = 1
⇒ a =

1

2
− 3b

2
⇒ −3

2
+

9

2
b + 2b = 1 ⇒ b =

5

13
, a = − 1

13
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Rozwi¡» nast¦puj¡ce równanie:

|1− 2x|+ |2x− 6| = x.

Rozwi¡zanie: Rozpatrujemy 3 przypadki:
• x ≤ 1

2
: wtedy |1− 2x| = 1− 2x oraz |2x− 6| = 6− 2x a wi¦c równanie przyjmuje

posta¢ 1−2x+6−2x = x czyli 7 = 5x ⇒ x = 7
5
, ale to nie le»y w rozpatrywanym

przedziale,
• 1

2
< x ≤ 3: mamy |1−2x| = 2x−1 oraz |2x−6| = 6−2x a wi¦c równanie przyjmuje

posta¢ 2x − 1 + 6 − 2x = x czyli 5 = x, co równie» nie le»y w rozpatrywanym
przedziale,

• x > 3: mamy wtedy |1 − 2x| = 2x − 1 oraz |2x − 6| = 2x − 6 a wi¦c równanie
przyjmuje posta¢ 2x− 1 + 2x− 6 = x czyli 3x = 7 = x ⇒ x = 7

3
< 3, co równie»

nie le»y w rozpatrywanym przedziale.
Równanie nie ma wi¦c rozwi¡za«.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Poka», »e nast¦puj¡cy ci¡g jest rosn¡cy i ograniczony:

an =
n2 + 2n− 2

3n2 + 6n− 1
.

Rozwi¡zanie:

an =
n2 + 2n− 1

3
− 5

3

3n2 + 6n− 1
=

1

3
−

5
3

3n2 + 6n− 1
.

Zauwa»my, »e mianownik 3n2 +6n−1 jest rosn¡cy i dodatni, a wi¦c {an} jest te» rosn¡cy
(bo odejmowany uªamek maleje) oraz an ≤ 1

3
. Oczywi±cie, skoro {an} jest rosn¡cy, to

tak»e
an ≥ a1 =

1 + 2− 2

3 + 6− 1
=

1

8
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ funkcj¦ odwrotn¡ do

f(x) =
3
√

x2 + 1, x ≥ 0

(wraz z dziedzin¡).
Rozwi¡zanie: Zbiorem warto±ci funkcji f s¡ wszystkie liczby y ≥ 1, co ªatwo zauwa»y¢
rozwi¡zuj¡c równanie

y = f(x) =
3
√

x2 + 1 ⇒ x =
√

y3 − 1.

Jest to dziedzina funkcji odwrotnej: D(f−1) = {x : x ≥ 1}. To samo rozwi¡zane równanie
daje nam wzór:

f−1(x) =
√

x3 − 1.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an =
sin(n3/2)√

n
.

Rozwi¡zanie: Wiemy, »e

lim
n→∞

1√
n

= lim
n→∞

√
1

n
=

√
lim

n→∞
1

n
= 0,

oraz wiemy, »e sinus jest ograniczony. Mo»emy wi¦c skorzysta¢ z tw. o 3 ci¡gach:
−1√

n
≤ sin(n3/2)√

n
≤ 1√

n
.

Wiemy, »e oba skrajne ci¡gi s¡ zbie»ne do 0, a wi¦c równie» ci¡g w ±rodku:

lim
n→∞

sin(n3/2)√
n

= 0.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an =
√

n2 + n− n.

Rozwi¡zanie: Stosujemy zwykªa w takich sytuacjach technik¦:
√

n2 + n−n =
(
√

n2 + n− n)(
√

n2 + n + n)√
n2 + n + n

=
n√

n2 + n + n
=

1
√

n2+n
n

+ 1
=

1√
1 + 1

n
+ 1

.

Mamy wi¦c

lim
n→∞

√
n2 + n− n = lim

n→∞
=

1√
1 + 1

n
+ 1

=
1√

1 + 0 + 1
=

1

2
.
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