Zadanie 1. Oblicz caltke niewlasciwg

/°° (arctan )* I
oo 1422

Rozwigzanie: Obliczenie powyzszej catki niewtasciwej sprowadza sie
do obliczenia dwoch granic:

M 2 0 2
t t
lim (arctanz)® , (arctanz)” , -

M—oo [ ]_—I—.IQ M—oo |_ ]_—{—]32

Obliczmy najpierw calke nieoznaczong

(arctan x)? p t = arctanz 2 g t3  arctan®zx
1+ 22 dt = & 3 3

1+z2

Wstawiamy to do wzoru, i otrzymujemy

/ M (arctan x)? arctan®z|” arctan® My 7
—_— A = = .
o 1+a? 3|, 3 325

Podobnie postepujemy z druga calka, otrzymujemy, ze calka niewtla-

Sciwa jest zbiezna, i
* (arctan z)? w3
(arctanz)®
_ 14 22 12
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Zadanie 2. Obszar pod wykresem linii taricuchowe;j

obraca sie wokol osi OX. Oblicz objetosé powstatej bryly obrotowe;j.

Rozwigzanie: Jak pamietamy z wykltadu, objeto$¢ tej bryly réwna

sie calce
1 x —x\2

1 4
/1 eQm + 2 + e—2a:
=TT _— d!E
. 4




Zadanie 3. Niech

fl@) = A cx=0.

{1 —xsin% cx #£0,
Dla jakiej wartosci statej A funkcja f(x) jest ciagla?

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze skoro funkcja sin z jest ograniczona, to

—|z| < @sint < |z,

a wiec
lir% T sin % =0,
czyli
lin%) f(z) =1.

Widzimy wiec, ze funkcja f(x) jest ciggla w zerze jezeli A = 1. W
innych punktach jest oczywiscie ciaggla niezaleznie od wartosci A.
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Zadanie 4. Znajdz warto$¢ najmniejsza i najwieksza danej funkcji na
podanym przedziale:

f(z) =22 +32* — 122+ 1, [-10,12].

Rozwigzanie: Liczymy pochodna funkcji

f/(x) = 62% 4+ 62 — 12 = 6(z + 2)(z — 1).
Wartosci najmniejsza i najwieksza przyjete sa wiec w ktorychs$ z punk-
tow —10, —2, 1 lub 12. Poréwnajmy wiec te wartosci

f(—=10) = —2000 + 300 4+ 120 + 1 = —1579,
f(=2)=—-16+12+24+1 =21,
f)y=2+3—-12+1= —6,
f(12) = 1728 + 432 — 144 + 1 = 3745.

Nie trzeba wielkiego wysitku, zeby zauwazy¢, ze najmniejsza sposrod
powyzszych wartosci jest —1579 a najwieksza 3745.
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Zadanie 5. Prosta y = x jest styczna do paraboli y = 22 + bz +cw
punkcie (1,1). Znajdz stale bi ¢

Rozwigzanie: Jezeli parabola ma wogoble przechodzi¢ przez punkt
(1,1), to

1=124b+c = b+tc=0 = c=—b.
Jezeli parabola ma by¢ dodatkowo styczna do danej prostej, to jej po-
chodna w tym punkcie musi by¢ réwna wspotczynnikowi kierunkowemu
prostej, czyli 1.

(2> +bx —b) =2r+b dlaz=1 = 1=2-1+b = b= —1.

Ostatecznie wiec b= —11ic=1.
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Zadanie 6. Zbadaj zbieznos¢ szeregu
Z sin ((n + 2))
n=1

Rozwigzanie: Po pierwsze zauwazmy, ze sin(nr + =) = (—1)"sin(Z).
Po drugie zauwazmy, ze funkcja sin(z) jest rosngca na [0,5]. Mamy
wiec
m,n=>2m>n = = <% = sin’ <sin’.
Ciag
a, = sin -

jest wiec malejacy (do zera) dla n > 2, wiec szereg naprzemienny

Z sin ((n+ 2)7) = Z(—l)" an

jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza.



Zadanie 7. Oblicz caltke nieoznaczona

Rozwigzanie: Rozkladamy funkcje podcatkowa na odpowiednie utamki
proste:
1 A B C
z(zr+1)2 - ;—'—x—i—l * (x +1)2
A(x +1)>+ Bx(x + 1)+ Cx

z(x +1)2
??*(A+B)+z(2A+B+C)+ A
- z(x +1)2 '
Latwo rozwigzujemy to, i otrzymujemy A =1, B = —-1i C = —1.

Mamy wiec

/ﬁ:/(i‘xil‘miw)“:

1
=1 — 1 1 — 4+ C.
og|z| —log |z + ‘+x+1+
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Zadanie 8. Znajdz granice

. tanx —sinzx
hm —_—
z—0 x —sinzx

Rozwigzanie: Stosujemy de I’'Hospitala dwukrotnie

lim tanx — sinx _ im oL —CoszT
z—0 g —sinx z—0 1 —cosx
—9 . .
— lim wo;(—sinz) +sinw
z—0 sinx



Zadanie 9. Oblicz caltke nieoznaczona

/ dx

Rozwigzanie: Catkujemy przez podstawienie

/ dv [ t=e¢" _/ e
et +er |\ %=daf ) (t+It

dt
= / o = arctant + C = arctane® + C.




