Zadanie 1. Oblicz caltke nieoznaczona
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Rozwigzanie. Funkcja podcatkowa to funkcja wymierna, przy czym
stopien licznika jest nizszy od stopnia mianownika. Wiemy, ze funkcja
taka rozktada sie na utamki proste postaci
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poréwnujac obie strony otrzymujemy A =1, B =0, C = D = —1.
Mamy wiec
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W pierwszej i drugiej calce robimy podstawienie 2% + 2 = t, wtedy

_dt .
rdr = 5, a wiec
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Do ostatniej catki stosujemy wzor rekurencyjny z wyktadu, ktory mozemy
sobie rowniez wyprowadzic¢:
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Rozwiazujac powyzsze rOwnanie, otrzymujemy wzor rekurencyjny
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Pozostaje ostatnia catka, w ktorej robimy podstawienie = = v/2t, czyli
dr = /2dt, a wiec
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Pozostaje pozbiera¢ te wszystkie calki.

arctan ( ) + C.
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Zadanie 2. Oblicz granice

lim (tanx)*™"*.
z—0t

Rozwigzanie. Wiemy, ze lim,_+ tanx = 0, przy czymdla0 <z < 3
mamy tanx > 0, wiec wystarczy obliczy¢ granice

lim z*.

z—0t
Ta granica byla obliczona w klasie, i wiemy, ze wynosi ona 1. Nie
musimy tego pamietaé¢, mozemy tez zapisaé¢ ¥ = e*'°8% i obliczy¢
granice korzystajac z reguly de I'Hospitala, oraz z ciagtosci funkcji
wyktadniczej e®. Tak czy inaczej, otrzymujemy
tanz __ 1.
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Zadanie 3. Zbadaj zbieznos¢ calki niewltasciwej
/ < dx
. wlogw

Rozwigzanie. W powyzszej calce wystepuja dwie osobliwosci, jedna
ze wzgledu na nieskonczony przedzial catkowania, a druga ze wzgledu
na nieograniczonos$¢ funkcji podcatkowej w lewym koncu. Catke rozbi-
jamy wiec dowolnie na dwie catki po dwoch podprzedziatach, i spra-
wdzamy zbiezno$¢ kazdej z caltek niewlasciwych z osobna:

/2 dzx /°° dzx
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Obliczmy funkcje pierwotna

d d dt
/ - :{logx:tjdt:—x}: — = log|t| = log|log x|.
x logx x t

Zauwazmy, ze funkcja pierwotna nie ma granicy ani gdy * — oo, ani
gdy © — 0". Wynika stad, obie powyzsze calki niewlasciwe sg roz-
biezne. Na przyktad

/ r lim / ro_ lim (log|log M|—log |log2|) = +o0.
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Wystarczy, ze jedna z dwoch calek niewlasciwych nie istnieje, wiec

calka niewlasciwa
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nie istnieje.
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Zadanie 4. Niech funkcja f(z) bedzie dana wzorem

f(x)_{e — dlaz#0

—1 : dlax =0.
Oblicz f'(0).

Rozwigzanie. Skorzystamy z definicji pochodne;]
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Pochodna w 0 istnieje wiec, i wynosi %



Zadanie 5. Oblicz catke oznaczona

/ g dx
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Rozwigzanie. Calka jest niewlasciwa, ze wzgledu na nieograniczonosé

funkcji podcatkowej w obu koricach przedziatu catkowania. Obliczmy
najpierw funkcje pierwotna
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Ostatnig catke mogliby$my sobie przypomnie¢ z wyktadu, albo mozemy
tez zrobi¢ podstawienie t = sin s. Zauwazmy, ze funkcja pierwotna ma
granice w obu koncach przedzialu catkowania, wiec
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Podobnie obliczamy drugg caltke niewlasciwa
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i w koricu dodajac obie catki otrzymujemy
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