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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Znajd¹ promie« zbie»no±ci szeregu
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Rozwi¡zanie: Mo»emy skorzysta¢ z kryterium d'Alemberta:
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Widzimy wi¦c, »e R = 1
16
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ parametry a i b dla których podana funkcja jest ci¡gªa:

f(x) =





4 : x < 1

x2 + ax + b : 1 ≤ x < 2

2x + 3 : 2 ≤ x.

Rozwi¡zanie: Obliczamy i porównujemy granice jednostronne punktach �sklejenia�:
lim

x→1−
f(x) = lim

x→1−
4 = 4

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

x2 + ax + b = 1 + a + b = f(1)

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

x2 + ax + b = 4 + 2a + b

lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

2x + 3 = 4 + 3 = 7 = f(2)

f jest wi¦c ci¡gªa w 1 i 2 dokªadnie wtedy, gdy{
a + b + 1 = 4

2a + b + 4 = 7
⇒

{
a + b = 3

2a + b = 3
⇒

{
a = 0

b = 3.

Oczywi±cie, we wszystkich innych punktach, poza dwoma powy»szymi punktami �skleje-
nia� funkcja jest ci¡gªa niezale»nie od a i b.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Oblicz pochodn¡ nast¦puj¡cej funkcji. Podaj w jakim zbiorze istnieje po-
chodna:

f(x) =
x2(x + 1)

cos(x)

Rozwi¡zanie: Mamy f(x) = x3+x2

cos x
, a wi¦c

f ′(x) =
(3x2 + 2x) cos x− (x3 + x2)(− sin x)

cos2 x
Pochodna istnieje we wszystkich punktach dziedziny, czyli we wszystkich punktach w
których cos nie jest zerem.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Oblicz granic¦:

lim
x→−1

( 1

x + 1
− 3

x3 + 1

)

Rozwi¡zanie: Nie mo»emy wprost rozdzieli¢ granicy na ró»nic¦ granic (bo dwie skªadowe
granice nie istniej¡), wi¦c liczymy:

lim
x→−1

(
1

x + 1
− 3

x3 + 1

)
= lim

x→−1

(
1

x + 1
− 3

(x + 1)(x2 − x + 1)

)

= lim
x→−1

x2 − x + 1− 3

(x + 1)(x2 − x + 1)

= lim
x→−1

(x + 1)(x− 2)

(x + 1)(x2 − x + 1)

= lim
x→−1

x− 2

x2 − x + 1

=
−1− 2

(−1)2 − (−1) + 1

=
−3

3
= −1.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu:
∞∑

n=1

1√
n2 + 2n + 3

.

Rozwi¡zanie: Mamy 2n ≤ 2n2 oraz 3 ≤ 3n2, a wi¦c
1√

n2 + 2n + 3
≥ 1√

n2 + 2n2 + 3n2
=

1

n
√

6
.

Szereg o wyrazach 1
n
jest rozbie»ny (jest to szereg harmoniczny), a wi¦c tak»e szereg o

wyrazach 1
n
√

6
, a wi¦c z kryterium porównawczego szereg

∞∑
n=1

1√
n2 + 2n + 3

.

jest rozbie»ny.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Cz nast¦puj¡cy szereg jest zbie»ny oraz czy jest zbie»ny absolutnie
∞∑

n=1

(−1)nn6

3n

Rozwi¡zanie: Sprawdzamy zbie»no±¢ absolutn¡ korzystaj¡c z kryterium d'Alemberta:
∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
(−1)n+1(n + 1)63n

(−1)nn63n+1
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(
n + 1

n

)6
1

3
=

(
1 +

1

n

)6
1

3

n→∞−−−→ 1

3
.

Szereg jest wi¦c absolutnie zbie»ny, w szczególno±ci jest wi¦c zbie»ny.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Znajd¹ granic¦:

lim
x→−1/2

8x3 + 1

6x2 + 5x + 1
Rozwi¡zanie: Mianownik ma granic¦ 0, nie mo»emy wi¦c wprost skorzysta¢ z twierdzenia
o granicy ilorazu. Staramy si¦ skróci¢ wspólny czynnik.

lim
x→− 1

2

8x3 + 1

6x2 + 5x + 1
= lim

x→− 1
2

(2x + 1)(4x2 − 2x + 1)

(2x + 1)(3x + 1)

= lim
x→− 1

2

4x2 − 2x + 1

3x + 1

=
4
(− 1

2

)2 − 2
(− 1

2

)
+ 1

3
(− 1

2

)
+ 1

=
1 + 1 + 1

−3
2

+ 1

=
3

−1
2

= −6.

Mo»na byªo te» zastosowa¢ reguª¦ de l'Hôpitala.
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Zadanie 8. Wyznacz dziedzin¦ funkcji f oraz jej punkty ci¡gªo±ci i nieci¡gªo±ci:

f(x) =
1

{x}
Rozwi¡zanie: Dziedzin¡ f s¡ wszystkie liczby których cz¦±¢ uªamkowa jest ró»na od 0,
a wi¦c wszystkie liczby niecaªkowite. Funkcja {x} jest okresowa o okresie 1, a wi¦c tak»e
f jest okresowa o okresie 1: f(x + 1) = f(x). Wystarczy wi¦c zbada¢ wªasno±ci f na
przedziale (01) (czyli na jednym okresie).

0 < x < 1 ⇒ {x} = x− [x] = x ⇒ f(x) =
1

x
.

f jest wi¦c ci¡gªa we wszystkich punktach x ∈ (0, 1). Poniewa» jest okresowa, to jest
ci¡gªa we wszystkich punktach swojej dziedziny.

8


