Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 2

1.12.17

Nazwisko i imie:
Zadanie 1. Oblicz granice:

! tan 2z

im ——.

e—n/4 tan(mw/4 + x)
Rozwigzanie: To jest wyrazenie postaci 2 w 7, wiec stosujemy regule de I’'Hospitala:
2
. tan2r 4w i % _ lim 2cos?(m/4 + )
e—r/4 tan(m/4 + x) R R Teyyr BT cos? 2x
Ostatnia granica to wyrazenie postaci g w 7, wigc stosujemy de ’'Hospitala ponownie:
r 2co8? (/4 + ) arm 5 —4cos(m/4+ x)sin(r/4 + x)
im = lim
w7 /4 cos? 2z e /4 2 cos 2z(—sin 2x) - 2
I cos(m/4 + x)sin(m/4 + x)
= lim
z—7/4 cos 2x sin 2x
i 242
— fim sm(ﬁ'/ + 2x)
z—m/4 sin 4x
drH 2cos(m/2 + 2x)
z—m/4 4cosdx
_cosT
~ 2cosT
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Zadanie 2. Znajdz promien zbieznosci szeregu

Y

Rozwiazanie: Ustalamy x i stosujemy kryterium d’Alemberta:
g2 (n+1) vn?+n—n
Vit 1P+ (n+1) = (n+1) z
_|P¢n+ +(+)+(n+1) n
n+1 vn?+n+n
2]’ n vVn?2+3n+2+(n+1)
= |\ . .
n+1 vn?+n+n

1 WJ1+Ei+Z+1+12

1
1+5 1+1+1

— |x]2

Szereg jest wiec zbiezny badz rozbiezny w zaleznosci od tego, czy || < 1 czy |z| > 1.
Promien zbieznosci wynosi wiec 1.
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Zadanie 3. Znajdz wartosci najmniejsza i najwiekszg podanej funkcji na podanym prze-
dziale

f(z) = sin2x — x, x € [—m/2,7/2].
Rozwigzanie: Obliczamy wartos$ci na koncach przedziatu:

f(=3)=mtm—(-3) =%

/(5) e (3) -5

Szukamy punktow krytycznych:

1
f’(w):20082x—1:f’(x):0<:>0052x:5@2&0: g(:)a::j:%,
™ T 0w \/g s
) = YT T~ _ 9 —
(%) =sing - = =~ 0,85 0,52 = 0,33,

us

2

us

), a warto$¢ najmniejsza to —3

Widzimy wiec, ze wartos¢ najwicksza to § (przyjeta w —
™

(przyjeta w 7).
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Zadanie 4. Dobierz parametry a, b tak, zeby podana funkcja miata pochodng w punkcie

1
f(m):{ T o<1,

ar+b  x>1.

Rozwigzanie: f musi by¢ cigglta w 1:
1=f(1)= lim f(z) = lim f(z)=limaz+b=a-+b.
o z—1+ z—1

Mamy wiec 1 = a + b. Wiemy (z reguly de 'Hospitala na przyklad), ze f w punkcie
sklejenia (jezeli jest ciagla) ma pochodng < granice pochodnych z obu stron w tym
punkcie sie zgadzaja.

lim f'(z) =lim2z =2, lim f'(z)=lima=a.

rz—1— z—1 r—1+ z—1

Mamy wiec dodatkowo a = 2. t.aczac to z poprzednim réwnaniem b = —1
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Zadanie 5. Oblicz pochodna podanej funkeji (i podaj dziedzine pochodnej):

f(z) = ev/os
Rozwigzanie: Dziedzing f sa liczby |x| > 1 i dziedzing pochodnej sa liczby |z| > 1,
gdyz wszystkie funkcje sktadowe sa rozniczkowalne na odpowiednich zbiorach: log|z| na
x| > 1, y/r na x > 0, €” wszedzie. Liczymy pochodna:
1 0, e* dzie. Li hodna
f,(l') _ 6«/10g|a}| . ; . l
Vioglz| @
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Zadanie 6. Znajdz punkty ciagtosci i nieciggtosci funkcji:

f(z) = {logyyz}, ({...} - czes¢ utamkowa).

Rozwiazanie: Dziedzing f sg liczby z > 0. log, = jest ciagla wszedzie, a {z} jest ciggla
na przedziatach (k,k + 1) VEk € Z, i nieciaglta we wszystkich punktach catkowitych. Z
ciggtosci funkcji ztozonej wiemy, ze f jest ciagla we wszystkich punktach = takich, ze
log,px ¢ Z. Czyli we wszystkich punktach, ktore nie sa catkowita potega 10. Rozwazmy
teraz punkty postaci 10*, gdzie k € Z.

lim {log,,z} = lim {t} =1,
r—10F— t—k—

lim {1 — lim {¢} = 0.
w;g)gﬁ 0g10 T} tg]g{ }

W punktach postaci 10%, k € Z f jest wiec nieciggta. W pozostalych punktach jest ciggta.
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Zadanie 7. Zbadaj zbieznos¢ i ew. zbieznos¢ absolutna szeregu:

Z(_l)n loin'

n=1

Rozwigzanie: To jest szereg naprzemienny, wiec chcemy skorzystaé¢ z kryterium Leib-
niza. Potrzebujemy:

logn S log(n + 1)

n —  n+l
log(n + 1) < n+1
logn = n

1

log,(n+1) <1+ —
n

n+1§n1+%

1 1
1+—-—<nn~
n

]_ n
<1+—> <n.
n

Wszystkie powyzsze nierd6wnosci sg rownowazne, a ostatnia jest prawdziwa dla n > 3, bo
wiemy, ze (1+ 1) rosnie do e < 3. Na mocy kryterium Leibniza szereg jest wiec zbiezny.
Nie jest zbiezny absolutnie, bo

-1)

a szereg o wyrazach % jest rozbiezny.

= > —
n n

1 1 1
”—Og”‘— og T dla n > 3,
n



