
Zadanie 1. Oblicz granic¦

lim
x→3

27− x3

x− 3
.

Rozwi¡zanie: Korzystamy ze zwykªego rozkªadu
27− x3 = 33 − x3 = (3− x)(32 + 3x + x2),

a wi¦c

lim
x→3

27− x3

x− 3
= lim

x→3

(3− x)(32 + 3x + x2)

x− 3

= − lim
x→3

(32 + 3x + x2)

= −32 − 3 · 3− 32

= −27.

1
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Zadanie 2. Znajd¹ przedziaª zbie»no±ci (nie zapomnij o ko«cach) sze-
regu pot¦gowego

∞∑
n=1

xn

n · 5n
.

Rozwi¡zanie: Obliczamy promie« zbie»no±ci:∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ =
n · 5n

(n + 1) · 5n+1
=

1

5

n

n + 1

n→∞−−−→ 1

5
.

Wiemy wi¦c R = 5. Pozostaªo sprawdzi¢ zbie»no±¢ szeregu na ko«cach
przedziaªu x = ±5. Dla x = 5 mamy

∞∑
n=1

5n

n · 5n
=

∞∑
n=1

1

n
,

a wi¦c szereg jest rozbie»ny (jest to szereg harmoniczny). Dla x = −5
mamy

∞∑
n=1

(−5)n

n · 5n
=

∞∑
n=1

(−1)n

n
,

a wi¦c szereg jest zbie»ny, co wynika z kryterium Leibniza. Ostatecznie
wi¦c przedziaª zbie»no±ci szeregu to [−5, 5).
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Zadanie 3. Oblicz granic¦

lim
x→0

4x

3 sin 2x
.

Rozwi¡zanie: Wykorzystamy znan¡ z wykªadu granic¦

lim
x→0

sin x

x
= 1.

Mamy wi¦c

lim
x→0

4x

3 sin 2x
=

2

3
lim
x→0

2x

sin 2x

=
2

3
lim
x→0

1
sin 2x

2x

=
2

3

1

limx→0
sin 2x

2x

y = 2x =
2

3

1

limy→0
sin y

y

=
2

3
.
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Zadanie 4. Znajd¹ przedziaª zbie»no±ci (nie zapomnij o ko«cach) sze-
regu pot¦gowego.

∞∑
n=1

n!

(2n)!
xn.

Rozwi¡zanie: Sprawdzamy zbie»no±¢ korzystaj¡c z kryt. d'Alemberta:∣∣∣∣∣∣

xn+1(n+1)!
(2(n+1))!

xnn!
(2n)!

∣∣∣∣∣∣
=
|x|n+1(n + 1)!(2n)!

|x|nn!(2n + 2)!

=
|x|(n + 1)

(2n + 1)(2n + 2)

= |x| 1

2(2n + 1)

n→∞−−−→ 0.

Granica ta jest zerem niezale»nie od x, a wi¦c szereg pot¦gowy jest
zbie»ny dla ka»dego x. Jego przedziaª zbie»no±ci to caªa prosta rzeczy-
wista (−∞,∞).
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Zadanie 5. Oblicz granic¦

lim
x→−∞

x√
x2 + x

.

Rozwi¡zanie: Mamy
√

x2 = |x|, a wi¦c, dla x < 0 (tylko takie nas
interesuj¡)

lim
x→−∞

x√
x2 + x

= lim
x→−∞

x

|x|
√

1 + 1
x

= − lim
x→−∞

1√
1 + 1

x

= −1.
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Zadanie 6. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∞∑

n=1

2 + (−1)n

n2
.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z kryt. porównawczego∣∣∣∣
2 + (−1)n

n2

∣∣∣∣ ≤
3

n2
,

i ju», zbie»ny.
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Zadanie 7. Oblicz granic¦

lim
x→0

√
x2 + 1−√x + 1

1−√x + 1
.

Rozwi¡zanie: Korzystamy ze zwykªej metody pozbywania si¦ pier-
wiastków w takiej sytuacji, ty razem i w liczniku i w mianowniku
√

x2 + 1−√x + 1

1−√x + 1
=

(x2 + 1− x− 1)(1 +
√

x + 1)

(1− x− 1)(
√

x2 + 1 +
√

x + 1)
=

= −(x− 1)
1 +

√
x + 1√

x2 + 1 +
√

x + 1
.

W tej postaci mianownik ma granic¦ ró»n¡ od zera, wi¦c

lim
x→0

√
x2 + 1−√x + 1

1−√x + 1
=

= lim
x→0

−(x− 1)
1 +

√
x + 1√

x2 + 1 +
√

x + 1
=

1 +
√

1√
1 +

√
1

= 1.
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Zadanie 8. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∞∑

n=1

(−1)n(
n
√

2− 1).

Rozwi¡zanie: Skorzystamy z kryterium Leibniza. Wystarczy poka-
za¢, »e ci¡g wspóªczynników

an = (
n
√

2− 1)

jest malej¡cy i zbie»ny do 0. Oba fakty s¡ oczywiste. Wiemy, »e
n
√

2 → 1. Sprawd¹my, »e jest malej¡cy:
n
√

2− 1 >
n+1
√

2− 1
n
√

2 >
n+1
√

2

2n+1 > 2n.

Szereg jest wi¦c zbie»ny.


