Zadanie 1. Oblicz sume szeregu

S 1
Z (n+1)(n+2)

n=1

Rozwigzanie:

Tak wiec




2

Zadanie 2. Czy nastepujacy szereg jest zbiezny?

i n? — 1000
n3+1

n=1

Rozwigzanie: Skorzystamy z kryterium poréwnawczego. Pierwsza
nier6wno$¢ zachodzi dla n takiego, ze n? > 2000, a druga dla n > 1.
n?—1000 _ n*—3n® _n®—3n® 1n> 11
n+1 = w341 T nd4nd  4nd 4n
Wiemy, ze szereg o wyrazach dodatnich, takich jak po prawej stronie
jest rozbiezny (jest to szereg harmoniczny), wiec szereg

tez jest rozbiezny, 7z kryterium poréwnawczego.



Zadanie 3. Obliczy¢ sume szeregu potegowego

)
x?n

on
n=0
(dla tych x dla ktorych jest zbiezny).

Rozwigzanie: Jest to szereg geometryczny o ilorazie

513'2

q:§7
a wiec jest zbiezny dla |z| < /2. Dla tych 2 mamy
> xzn_ = [ 2? n_ r 2
w=2\3) =i
2

n=0 n=0




4

Zadanie 4. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi row-
nosc
P+22 4334+ 4nP=1+2+...+n)?

Rozwigzanie: Dowdd jest indukcyjny. Dla n = 1 réwno$¢ sprowadza
sie do
1? =12
Zal6zmy nasza nierownos$é¢ dla jakiego§ n. Rozwazmy n + 1. Prawa
strona to
14+2+... +n+n+1)=

=(1+2+...+n)*+2(1+2...+n)(n+ 1)+ (n+ 1)

=(1+2+...4+n)2+ %(nﬂ)ﬂnﬂ)?

=(1+2+...4n)2+nn+1)°+n+1)°

—(1424... 40+ (n+1%n+1)
—(1+2+... 40+ nm+1)>

=1+ 43+ 40+ (n+1)°

7z zalozenia 1ndukcy_]nego. Przy zalozeniu réownosci dla n udowodnili-
Smy rownos¢ dla n + 1, a wiec wykonalismy krok indukcyjny. Wyko-
rzystalismy rownos¢ ktorg zna kazde dziecko:

n(n+1)

1+24... =
+24+...+n 5



5

Zadanie 5. Sprawdz, czy ciag jest zbiezny, a jezeli tak, to oblicz gra-

nic
¢ 3 1 3 1 3 1
nz +12 nz + 22 nz +n2
an = 5 +—3 + +—3
nz +1 nz + 2 n2 +n

3 3 1
n2 nz +n2
n- — Sap<on o 5

n2 +n nz

5 §+ 3

n2 nz + n2

5 <ap, < ——5—

n2 +n n2

1

1 1+n2

<a, < —-
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Zadanie 6. Oblicz granice

, §/1+2+3+ L_n
e V237 n+1

Rozwigzanie: Skladniki sumy pod pierwiastkiem sa mniejsze od 1 i
jest ich n. Mamy wiec

1 2 3 n
¢;<¢2+3+4+ t o < Ve

Mozemy skorzysta¢ z twierdzenia o trzech ciagach, gdyz skrajne ciagi
sa zbiezne do 1. Otrzymujemy wiec

I vl+2+3+ TRNLLE
oo 2737 n+l -




Zadanie 7. Oblicz granice

. L3+ 2n
lim
n—00 hn 4 4n

Rozwigzanie: Skorzystamy z twierdzenia o 3 ciagach.
5" + 5™ o 4 4"
W1 3 32
- (=< \/
\/; 5n 5" 4+ 4" <2
I3 /342 3
_ = < —
\/g ) " + 4” < V2 5

Skrajne ciagi daza do %, a wiec
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Zadanie 8. Pokaz z definicji, ze

1
lim [3n+ }:2

n—oo | n+1

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze
2 2
o _ n—+ < 3n+1 - 3n + 3 3
n—+1 n+1 n—+1
a wiec, z definicji czesci catkowitej, ciag jest staly, rowny 2.




Zadanie 9. Oblicz granice
' ( n+ 4 )52
lim

Rozwigzanie: Skorzystamy z definicji liczby e:

1 n
lim(1+—> —e.
n— oo n

Manipulujac indeksami otr7ymujemy

() -0
:( f

S

) fwa)
) (e
)
)

2(n+3)

1+n—+3

2
( (1+: )n+3)
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Zadanie 10. Rozstrzygnij zbiezno$¢ szeregu

=, 27 p)
>

n=1

Rozwigzanie: Skorzystamy z kryterium d’Alemberta:
any1 2" (n4+ 1)1 n"
an,  (n41)ntl 2npl

n!n™ 2
" ral (YT
2 n—ooo 2
:(1+%)n E<1'

Szereg jest wiec zbiezny.



