
Kolokwium 1

8.11.13

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Rozwi¡» nierówno±¢∣∣∣ |x+ 1| − |x− 1|
∣∣∣ < 1

Rozwi¡zanie: Rozpatrujemy 3 przypadki: x < −1, −1 ≤ x ≤ 1 i 1 < x:

x < −1 ⇒ | − x− 1− (−x+ 1)| < 1 ⇔ | − 2| < 1 ⇒ brak rozwi¡za«.
−1 ≤ x ≤ 1 ⇒ |x+ 1− (−x+ 1)| < 1 ⇔ |2x| < 1 ⇔ |x|, 1

2
⇔ x ∈ (−1

2
, 1
2
).

1 < x ⇒ |x+ 1− (x− 1)| < 1 ⇔ |2| < 1 ⇒ brak rozwi¡za«.

Rozwi¡zaniem jest wi¦c przedziaª (−1
2
, 1
2
) (bez ko«ców).
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ wszystkie pierwiastki zespolone: 3
√
−2 + 2 i.

Rozwi¡zanie: Liczb¦ −2 + 2 i zapisujemy w postaci trygonometrycznej:

−2 + 2 i =
√
8

(
− 2√

8
+

2√
8
i

)
= 2

√
2

(
− 1√

2
+

1√
2
i

)
= 2

√
2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
.

Pierwiastki b¦d¡ wi¦c miaªy moduª
3
√√

8 =
√
2 i argumenty: π

4
, π

4
+ 2π

3
, π

4
+ 4π

3
:

w1 =
√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
=

√
2
( 1√

2
+ i

1√
2

)
= 1 + i,

w2 =
√
2
(
cos

(π
4
+

2π

3

)
+ i sin

(π
4
+

2π

3

))
=

√
2
(
cos

11π

12
+ i sin

11π

12

)
,

w3 =
√
2
(
cos

(π
4
+

4π

3

)
+ i sin

(π
4
+

4π

3

))
=

√
2
(
cos

19π

12
+ i sin

19π

12

)
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Znajd¹ funkcj¦ odwrotn¡ (wraz z jej dziedzin¡) do:

f(x) = x2 − 2x+ 2, x ≥ 1.

Rozwi¡zanie: f(x) = (x − 1)2 + 1, a wi¦c zbiorem warto±ci f s¡ wszystkie liczby rze-

czywiste ≥ 1. Rozwi¡zujemy ze wzgl¦du na y (y ≥ 1):

y = x2 − 2x+ 2

x2 − 2x+ 2− y = 0

∆ = 4− 4(2− y) = 4y − 4

x =
2± 2

√
y − 1

2
= 1±

√
y − 1.

Poniewa» zbiorem warto±ci funkcji odwrotnej ma by¢ zbiór x ≥ 1, wi¦c funkcj¡ odwrotn¡
jest f−1(x) = 1 +

√
x− 1, z dziedzin¡ {x ≥ 1}.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Znajd¹ granic¦ ci¡gu:

an =
(2n− 1)3

(4n− 1)2(1− 5n)
.

Rozwi¡zanie:

an =
(2n− 1)3

(4n− 1)2(1− 5n)
=

n3
(
2− 1

n

)3

n2
(
4− 1

n

)2

· n
(

1
n
− 5

)
=

(
2− 1

n

)3

(
4− 1

n

)2(
1
n
− 5

) n→∞−→ 23

42(−5)
=

−1

10
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Znajd¹ granic¦ ci¡gu:

an =
4
√
n3 + 2n2 − n+ 2

2
(

4
√
n+ 1

)3

+
√
n+ 2

.

Rozwi¡zanie:

an =
4
√
n3 + 2n2 − n+ 2

2

(
4
√
n+ 1

)3

+
√
n+ 2

=

4

√
n3

(
1 + 2

n
− 1

n2 +
2
n3

)
2 4
√
n
3

(
4

√
1 + 1

n

)3

+
√
n
√

1 + 2
n

=
n

3
4

4

√
1 + 2

n
− 1

n2 +
2
n3

2n
3
4

(
4

√
1 + 1

n

)3

+ n
1
2

√
1 + 2

n

=

4

√
1 + 2

n
− 1

n2 +
2
n3

2

(
4

√
1 + 1

n

)3

+ n− 1
4

√
1 + 2

n

n→∞−→
4
√
1

2 4
√
1
3 =

1

2
.

5



Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ granic¦ ci¡gu:

an =

n

√(
3
2

)n

+
(

8
5

)n

n

√
1 +

(
2
3

)n
.

Rozwi¡zanie: Skorzystamy z twierdzenia o 3 ci¡gach. W tym celu an oszacujemy od
góry i od doªu. Szacujemy od góry zast¦puj¡c licznik czym± wi¦kszym, a mianownik czym±
mniejszym, a od doªu odwrotnie, licznik czym± mniejszym a mianownik czym± wi¦kszym
(zauwa»my, »e 2

3
< 8

5
):

n

√(
8
5

)n

n
√
2

≤ an ≤
n

√
2 ·

(
8
5

)n

n
√
1

8
5

n
√
2
≤ an ≤

n
√
2 · 8

5

1
.

Poniewa» n
√
2

n→∞−→ 1, wi¦c ci¡gi po obu stronach maj¡ wspóln¡ granic¦ 8
5
. Z twierdzenia

o 3 ci¡gach mamy wi¦c

lim
n→∞

n

√(
3
2

)n

+
(

8
5

)n

n

√
1 +

(
2
3

)n
=

8

5
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Znajd¹ granic¦ (by¢ mo»e niewªa±ciw¡) ci¡gu:

an = n2 − n

Rozwi¡zanie: Przypuszczamy, »e ci¡g ma granic¦ niewªa±ciw¡+∞. Mamy wi¦c pokaza¢,
»e dla ka»dego M istnieje n0 ∈ N takie, »e dla n ≥ n0 mamy an > M . Jak zwykle,
rozwi¡zujemy mocniejsz¡, ale prostsz¡ nierówno±¢. W tym celu zauwa»amy, »e an ≥ n
(dla n ≥ 2). Wystarczy wi¦c zagwarantowa¢ n > M . Ale to jest proste: je»eli n0 = [M ]+1
to mamy potrzebn¡ nierówno±¢ dla n ≥ n0. Wybieramy n0 jako najwi¦ksz¡ z liczb, które
speªniaj¡ wszystkie wymagania: n0 = max{2, [M ] + 1}. Udowodnili±my wi¦c, »e

lim
n→∞

n2 − n = +∞.
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