
Pierwsza litera nazwiska 1&%
'$

Kolokwium 1

6.11.15

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Znajd¹ granic¦, by¢ mo»e niewªa±ciw¡, ci¡gu

lim
n→∞

n2 + n+ 1

(n+ sinn)2
.

Rozwi¡zanie: Wiemy, »e −1 ≤ sinn ≤ 1, wi¦c

n− 1 ≤ n+ sinn ≤ n+ 1,

wi¦c, dla n ≥ 2

1 + 1
n
+ 1

n2(
1 + 1

n

)2 =
n2 + n+ 1

(n+ 1)2
≤ n2 + n+ 1

(n+ sinn)2
≤ n2 + n+ 1

(n− 1)2
=

1 + 1
n
+ 1

n2(
1− 1

n

)2 .

Korzystaj¡c z 3 ci¡gów

lim
n→∞

n2 + n+ 1

(n+ sinn)2
= 1.



Pierwsza litera nazwiska 2&%
'$

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ granic¦, by¢ mo»e niewªa±ciw¡, ci¡gu

lim
n→∞

n
√
3n + 2n

n
√
32 + 1.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z 3 ci¡gów:
n
√
3n

n
√
10 ≤ n

√
3n + 2n

n
√
32 + 1 ≤ n

√
3n + 3n

n
√
10

3 · n
√
10 ≤ n

√
3n + 2n

n
√
32 + 1 ≤ 3 · n

√
2

n
√
10.

Wiemy, »e n
√
a → 1 ∀ a > 0, wi¦c z 3 ci¡gów

lim
n→∞

n
√
3n + 2n

n
√
32 + 1 = 3.



Pierwsza litera nazwiska 3&%
'$

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Znajd¹ granic¦, by¢ mo»e niewªa±ciw¡, ci¡gu

lim
n→∞

(3n−
√
9n2 + 6n− 15).

Rozwi¡zanie: Uzupeªniamy do wzoru skróconego mno»enia:

3n−
√
9n2 + 6n− 15 =

(3n−
√
9n2 + 6n− 15)(3n+

√
9n2 + 6n− 15)

3n+
√
9n2 + 6n− 15

=
9n2 − 9n2 − 6n+ 15

3n+
√
9n2 + 6n− 15

=
−6n+ 15

3n+
√
9n2 + 6n− 15

=
−6 + 15

n

3 +
√
9 + 6

n
− 15

n2

.

Tak wi¦c

lim
n→∞

(3n−
√
9n2 + 6n− 15) = − 6

6
= −1.



Pierwsza litera nazwiska 4&%
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Udowodnij, »e je»eli

lim
n→∞

n
√
|un| = q < 1,

to
lim
n→∞

un = 0.

Rozwi¡zanie: Wiemy, »e q < 1, wybierzmy takie ϵ > 0, »eby q + ϵ < 1 (innymi sªowy

ϵ < 1− q). Skoro n
√
|un| → q, wi¦c

∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 | n
√
|un| − q| < ϵ ⇒ n

√
|un| < q + ϵ.

Mamy wi¦c, dla n ≥ n0

0 ≤ n
√
|un| < q + ϵ

0 ≤ |un| < (q + ϵ)n.

Korzystaj¡c z 3 ci¡gów, pami¦taj¡c, »e 0 < q + ϵ < 1, mamy |un| → 0, a wi¦c un → 0.



Pierwsza litera nazwiska 5&%
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Rozwi¡» nierówno±¢

1 <
2x2 − 7x− 29

x2 − 2x− 15
< 2.

Rozwi¡zanie: Mamy x2 − 2x− 15 = (x− 5)(x+ 3), wi¦c dziedzin¡ tej nierówno±ci jest

caªa prosta bez −3 i bez 5. Rozwa»amy 2 przypadki (ró»ny znak mianownika):
1. x < −3 ∨ x > 5 (mianownik dodatni). Nasz podwójna nierówno±¢ w tym przypadku
jest równowa»na:

x2 − 2x− 15 < 2x2 − 7x− 29 < 2x2 − 4x− 30.

Lewa nierówno±¢ to

x2 − 5x− 14 > 0

(x− 7)(x+ 2) > 0

x ∈ (−∞,−2) ∪ (7,∞).

Prawa nierówno±¢ to

3x− 1 > 0

x >
1

3
.

�¡cz¡c te 2 warunki, w tym przypadku otrzymujemy rozwi¡zanie: x > 7.
2. −3 < x < 5 (mianownik ujemny). Nasz podwójna nierówno±¢ w tym przypadku jest
równowa»na:

x2 − 2x− 15 > 2x2 − 7x− 29 > 2x2 − 4x− 30.

Tak jak poprzednio, lewa nierówno±¢ to

x2 − 5x− 14 < 0

(x− 7)(x+ 2) < 0

x ∈ (−2, 7).

Prawa nierówno±¢ to

3x− 1 < 0

x <
1

3
.

�¡cz¡c te 2 warunki, w tym przypadku otrzymujemy rozwi¡zanie: −2 < x < 1
3
. Osta-

tecznym rozwi¡zaniem jest poª¡czenie dwóch cz¦±ciowych rozwi¡za«: (−2, 1
3
) ∪ (7,∞).



Pierwsza litera nazwiska 6&%
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ wszystkie zespolone pierwiastki

6
√
64.

Rozwi¡zanie: Zapisujemy 64 jako liczb¦ zespolon¡ w postaci trygonometrycznej:

64 = 64 (cos 0 + i sin 0).

Wypisujemy kolejno pierwiastki, zgodnie ze wzorem z wykªadu (64 = 26):
6
√
64 = 2 (cos 0 + i sin 0) = 2

6
√
64 = 2

(
cos

2π

6
+ i sin

2π

6

)
= 2

(1
2
+ i

√
3

2

)
= 1 +

√
3 i

6
√
64 = 2

(
cos

4π

6
+ i sin

4π

6

)
= 2

(
− 1

2
+ i

√
3

2

)
= −1 +

√
3 i

6
√
64 = 2

(
cos

6π

6
+ i sin

6π

6

)
= 2 (−1 + i0) = −2

6
√
64 = 2

(
cos

8π

6
+ i sin

8π

6

)
= 2

(
− 1

2
− i

√
3

2

)
= −1−

√
3 i

6
√
64 = 2

(
cos

10 π

6
+ i sin

10 π

6

)
= 2

(1
2
− i

√
3

2

)
= 1−

√
3 i.



Pierwsza litera nazwiska 7&%
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Znajd¹ dziedzin¦ funkcji zªo»onej g ◦ f i znajd¹ funkcj¦ odwrotn¡ do niej
(wraz z dziedzin¡):

g(y) =
2y

1 + y2
, Dg = R, f(x) = 2x, Df = [0,∞).

Je»eli funkcja odwrotna nie istnieje, to uzasadnij.

Rozwi¡zanie: Dziedzin¡ f jest [0,∞), a dziedzin¡ g jest caªa prosta, wi¦c dziedzin¡ g◦f
jest Df = [0,∞). �eby znale¹¢ funkcj¦ odwrotn¡ do g ◦ f musimy rozwi¡za¢ równanie (ze
wzgl¦du na x):

y = (g ◦ f)(x) = 2 · 2x

1 +
(
2x
)2

y +
(
2x
)2
y = 2 · 2x(

2x
)2
y − 2x · 2 + y = 0.

Oznaczmy na moment t = 2x, i to jest równanie kwadratowe:

y · t2 − 2 · t+ y = 0.

Mamy ∆ = 4− 4 y2, wi¦c

2x = t =
2±

√
4− 4 y2

2 y
=

1

y
±
√

1

y2
− 1.

Po pierwsze, nie martwmy si¦ istnieniem pierwiastka. Je»eli y2 > 1 to rozwi¡zanie naszego
równania nie istnieje, a to znaczy, »e takie y le»y poza obrazem funkcji, w wi¦c poza dzie-
dzin¡ funkcji odwrotnej. Czyli interesuj¡ nas tylko te y, dla których rozwi¡zanie istnieje,
czyli y ∈ [−1, 1]. Wa»niejsza kwestia to wybór znaku przed pierwiastkiem. Zauwa»my, »e√

1

y2
− 1 <

∣∣∣1
y

∣∣∣,
wi¦c niezale»nie od wyboru znaku przed pierwiastkiem, znak rozwi¡zania t b¦dzie taki
sam, jak znak y. Nas oczywi±cie interesuje t > 0, (bo t = 2x), wi¦c y > 0. W tym
przypadku wybór + oznacza, »e t ≥ 1, a wybór − oznacza t ≤ 1 (ªatwo to sprawdzi¢).
Zauwa»my, »e t = 2x ≥ 1 (ze wzgl¦du na dziedzin¦ Df = [0,∞)), czyli wybieramy +.
Mamy wi¦c

2x =
1

y
+

√
1

y2
− 1 =⇒ x = log2

(1
y
+

√
1

y2
− 1

)
.

Ostatecznie (dla porz¡dku zmieniamy znaczenie literek)

(g ◦ f)−1(x) = log2

(1
x
+

√
1

x2
− 1

)
, D(g◦f)−1 = (0, 1].


