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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Znajd¹ przedziaªy monotoniczno±ci funkcji

f(x) = 3
√

(2x− 3)(3− x)2.

Rozwi¡zanie: Liczymy pochodn¡:

f ′(x) =
1

3

(
(2x− 3)(3− x)2

)− 2
3

(
2(3− x)2 + (2x− 3)2(3− x)(−1)

)

=
2(9− 6x + x2)− 2(−2x2 + 9x− 9)

3
(
(2x− 3)(3− x)2

) 2
3

=
6x2 − 30x + 36

3
(
(2x− 3)(3− x)2

) 2
3

=
2(x2 − 5x + 6)

(
(2x− 3)(3− x)2

) 2
3

=
2(x− 2)(x− 3)

(
(2x− 3)(3− x)2

) 2
3

.

Wmianowniku mamy parzyst¡ pot¦g¦, a wi¦c znak f ′ wyznaczony jest przez znak licznika.
Widzimy wi¦c, »e

f ′(x) > 0 dla x ∈ (−∞, 2) ∪ (3,∞),

f ′(x) < 0 dla x ∈ (2, 3).

Przedziaªami monotoniczno±ci s¡ wi¦c (−∞, 2), (2, 3) oraz (3,∞).
Mo»na te» zauwa»y¢ od pocz¡tku, »e poniewa» podnoszenie do pot¦g 3 i 1/3 zachowuje

nierówno±ci, wi¦c przedziaªy monotoniczno±ci f s¡ takie same, jak przedziaªy monotonicz-
no±ci funkcji

(2x− 3)(3− x)2,

co upraszcza troch¦ liczenie pochodnej.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ podanej funkcji na przedziale [0, 1]:

f(x) =
1− x + x2

1 + x− x2
.

Rozwi¡zanie: Pierwiastki mianownika, czyli 1±√5
2

, le»¡ poza rozwa»anym przedziaªem, a
wi¦c funkcja jest ró»niczkowalna wsz¦dzie wewn¡trz przedziaªu [0, 1]. Warto±ci najmniej-
sza i najwi¦ksza s¡ wi¦c przyj¦te na ko«cach przedziaªu lub w punktach krytycznych
f ′(x) = 0. Szukamy punktów krytycznych:

f ′(x) =
(−1 + 2x)(1 + x− x2)− (1− x + x2)(1− 2x)

(1 + x− x2)2

=
−2x3 + 3x2 + x− 1− (−2x3 + 3x2 − 3x + 1)

(1 + x− x2)2

=
4x− 2

(1 + x− x2)2
.

Jedynym punktem krytycznym jest wi¦c x = 1
2
, który le»y w rozwa»anym przedziale.

Obliczamy i porównujemy wi¦c warto±ci funkcji f w punktach 0, 1
2
, 1:

f(0) = 1, f
(1

2

)
=

3

5
, f(1) = 1,

a wi¦c warto±¢ najmniejsza to 3
5
, a warto±¢ najwi¦ksza to 1.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Oblicz granic¦:

lim
x→0

( 1

2x2
− 1

2x tan x

)
.

Rozwi¡zanie: Sprowadzamy uªamki do wspólnego mianownika i zauwa»amy, »e otrzy-
mali±my wyra»enie nieoznaczone postaci 0

0
w 0:

1

2x2
− 1

2x tan x
=

tan x− x

2x2 tan x
=

sin x− x cos x

2x2 sin x
.

Stosujemy wi¦c reguª¦ de l'Hôpitala i obliczamy pochodne w liczniku i mianowniku:
cos x− cos x + x sin x

4x sin x + 2x2 cos x
=

x sin x

4x sin x + 2x2 cos x
=

sin x
x

4 sin x
x

+ 2 cos x
.

Przypominamy sobie teraz, »e limx→0
sin x

x
= 1, a wi¦c

lim
x→0

sin x
x

4 sin x
x

+ 2 cos x
=

1

4 + 2
=

1

6
.

Ewentualnie, je»eli nie przypominamy sobie, »e limx→0
sin x

x
= 1, to mo»emy jeszcze dwu-

krotnie zastosowa¢ reguª¦ de l'Hôpitala.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Oblicz granic¦:
lim
x→1

x1/(1−x).

Rozwi¡zanie: Stosujemy znany trick:

x1/(1−x) = elog x1/(1−x)

= e
1

1−x
log x = e

log x
1−x .

Wiemy, »e z granic¡ mo»emy wej±¢ do wykªadnika, a w wykªadniku mamy wyra»enie
nieoznaczone postaci 0

0
w 1. Stosujemy wi¦c reguª¦ de l'Hôpitala:

(log x)′

(1− x)′
=

1
x

−1
= − 1

x

x→1−−→ −1.

Mamy wi¦c
lim
x→1

x1/(1−x) = elimx→1
log x
1−x = e−1 =

1

e
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Znajd¹ równania asymptot wykresu nast¦puj¡cej funkcji:

f(x) =
2x + 1

x− 4
.

Rozwi¡zanie: Mamy
lim

x→4+
f(x) = +∞,

a wi¦c wykres ma jedn¡ pionow¡ asymptot¦ o równaniu x = 4. Badamy asymptoty w
niesko«czono±ciach:

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

2 + 1
x

1− 4
x

=
2

1
= 2.

Wykres ma wi¦c poziom¡ asymptot¦ o równaniu y = 2 w +∞ i −∞.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ punkty przegi¦cia wykresu nast¦puj¡cej funkcji:

f(x) =
2x

x2 + 1

Rozwi¡zanie: Punkty przegi¦cia to punkty w których funkcja zmienia swoj¡ wypukªo±¢,
czyli druga pochodna zmienia znak. Policzmy wi¦c drug¡ pochodn¡:

f ′′(x) =

(
2(x2 + 1)− 2x(2x)

(x2 + 1)2

)′

=

(−2x2 + 2

(x2 + 1)2

)′

=
(−4x)(x2 + 1)2 − (−2x2 + 2)2(x2 + 1)2x

(x2 + 1)4

=
(−4x)(x2 + 1)− (−2x2 + 2)2 · 2x

(x2 + 1)3

=
−4x3 − 4x + 8x3 − 8x

(x2 + 1)3

=
4x3 − 12x

(x2 + 1)3

=
4x(x2 − 3)

(x2 + 1)3

=
4x(x−√3)(x +

√
3)

(x2 + 1)3
.

Druga pochodna zmienia znak w punkcie −√3 (z ujemnego na dodatni), w punkcie 0 (z
dodatniego na ujemny) oraz w punkcie

√
3 (z ujemnego na dodatni). Punkty przegi¦cia

to 0,±√3.

6



Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Oblicz pochodn¡ funkcji:

f(x) =
x2

3
√

x3 + 1
.

Rozwi¡zanie: Liczymy:

f ′(x) =
2x(x3 + 1)

1
3 − x2 1

3
(x3 + 1)−

2
3 · 3x2

(x3 + 1)
2
3

=
2x(x3 + 1)− x4

(x3 + 1)
4
3

=
x4 + 2x

(x3 + 1)
4
3

.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Oblicz pochodn¡ rz¦du 3 funkcji:

f(x) =
1 + x

1− x

Rozwi¡zanie: Liczymy:

f ′(x) =
1(1− x)− (1 + x)(−1)

(1− x)2
=

1− x + 1 + x

(1− x)2
=

2

(1− x)2
.

Dalej:
f ′′(x) = (2(1− x)−2)′ = 2(−2)(1− x)−3(−1) = 4(1− x)−3,

f ′′′(x) = 4(−3)(1− x)−4(−1) = 12(1− x)−4 =
12

(1− x)4
.
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