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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Znajd¹ granic¦:
lim

x→1−

({x} − ({x})2
)
,

({x} oznacza cz¦±¢ uªamkow¡ x).
Rozwi¡zanie: Obliczaj¡c powy»sz¡ granic¦ mo»emy ograniczy¢ si¦ do x le»¡cych w
przedziale [0, 1). Takie x maj¡ cz¦±¢ caªkowit¡ równ¡ 0, a wi¦c {x} = x. Teraz ju» ªatwo:

lim
x→1−

({x} − ({x})2
)

= lim
x→1−

(
x− x2

)
= 1− 12 = 0.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Wyznacz parametry a i b dla których podana poni»ej funkcja jest ci¡gªa:

f(x) =





3 : x < 0,

b + ax− x2 : 0 ≤ x ≤ 3,

x− 3 : x ≥ 3.

Rozwi¡zanie: Wiemy, »e wielomiany s¡ ci¡gªe wsz¦dzie, wi¦c ci¡gªo±¢ powy»szej funkcji
zale»y tylko od ci¡gªo±ci w punktach �sklejenia�: 0 i 3. Obliczamy wi¦c granice jedno-
stronne w tych punktach, co jest ªatwe, gdy», powtórzmy to jeszcze raz: granica wielo-
mianu, jednostronna lub zwykªa, jest równa jego warto±ci w danym punkcie.

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

3 = 3,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(b + a x− x2) = b,

lim
x→3−

f(x) = lim
x→3−

(b + a x− x2) = b + 3 a− 9,

lim
x→3+

f(x) = lim
x→3+

(x− 3) = 0.

Poniewa» granice jednostronne maj¡ by¢ równe, wi¦c otrzymujemy równania: b = 3 oraz

b + 3a− 9 = 0 ⇒ 3a = 9− 3 = 6 ⇒ a = 2.

Zauwa»my jeszcze, »e warto±ci funkcji w punktach 0 i 3 zgadzaj¡ si¦ z tymi granicami.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu:
∞∑

n=1

1√
n2 + 2 n

.

Rozwi¡zanie: Szereg wygl¡da na rozbie»ny, gdy» dominuj¡c¡ pot¦g¡ n w mianowniku
jest 1. Spróbujmy wi¦c oszacowa¢ go od doªu przez szereg rozbie»ny, i skorzysta¢ z
kryterium porównawczego.

1√
n2 + 2 n

≥ 1√
n2 + 2 n2

=
1

n
√

3
.

Szereg o wyrazach 1
n
√

3
jest rozbie»ny, gdy» jest to staªa razy szereg harmoniczny, który

wiemy, »e jest rozbie»ny.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Wyznacz promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego:
∞∑

n=1

10n xn

n10
.

Rozwi¡zanie: Skorzystamy z kryterium d'Alemberta dla szeregu o wyrazach an = 10n xn

n10 :
∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
10n+1 xn+1

(n + 1)10
· n10

10n xn

∣∣∣∣

= |x| 10
( n

n + 1

)10

= |x| 10

(
1

1 + 1
n

)10

→ 10|x|.
Warunek zbie»no±ci to 10|x| < 1 a rozbie»no±ci to 10|x| > 1, wi¦c promie« zbie»no±ci
wynosi 1

10
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Oblicz pochodn¡ funkcji:

f(x) =
x2 + 2x + 3

x + 2
.

Rozwi¡zanie: Korzystamy ze wzoru na pochodn¡ ilorazu:
(

x2 + 2x + 3

x + 2

)′
=

(x2 + 2x + 3)′(x + 2)− (x2 + 2x + 3)(x + 2)′

(x + 2)2

=
(2x + 2)(x + 2)− (x2 + 2x + 3)

(x + 2)2

=
2x2 + 6x + 4− x2 − 2x− 3

(x + 2)2

=
x2 + 4x + 1

(x + 2)2
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Oblicz granic¦:

lim
x→0

(
x · cos

( 1

x

) )
.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e

−|x| ≤ x · cos
( 1

x

) ≤ |x|,
a skoro |x| → 0 gdy x → 0, wi¦c z twierdzenia o 3 funkcjach mamy

lim
x→0

(
x · cos

( 1

x

) )
= 0.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Oblicz granic¦:

lim
x→−5

x3 + 125

2 x2 − 50
.

Rozwi¡zanie:

lim
x→−5

x3 + 125

2 x2 − 50
= lim

x→−5

(x + 5)(x2 − 5x + 25)

2(x− 5)(x + 5)
=

= lim
x→−5

x2 − 5x + 25

2(x− 5)
=

25 + 25 + 25

2(−10)
= − 15

4
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Wyznacz parametry a i b dla których podana poni»ej funkcja jest ci¡gªa:

f(x) =





−a x + b : x < −1,

3− x2 : −1 ≤ x ≤ 2,

a x + b : x > 2.

Rozwi¡zanie: Podobnie jak w zadaniu 2 ci¡gªo±¢ funkcji zale»y tylko od ci¡gªo±ci w
punktach �sklejenia� −1 i 2 obliczamy wi¦c granice jednostronne, które s¡ warto±ciami
funkcji, w postaci po wªa±ciwej stronie.

lim
x→−1−

f(x) = lim
x→−1−

(−a x + b) = a + b,

lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

(3− x2) = 3− (−1)2 = 2,

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

(3− x2) = 3− 22 = −1,

lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

(a x + b) = 2a + b

Mamy wi¦c dwa równania: {
a + b = 2,

2a + b = −1.

Wynika st¡d, »e a = −3 i b = 5.
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