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Zadanie 1. Znajd¹ warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ podanej funkcji na podanym prze-
dziale:

f(x) = | sin(x)|+ x

2
, [0, 2π].

Rozwi¡zanie: Te warto±ci mog¡ by¢ przyj¦te na ko«cach przedziaªu (0, 2π), w punktach,
w których f nie jest ró»niczkowalna (czyli tam, gdzie sin x = 0, czyli π), lub w punktach
w których f ′(x) = 0. Mamy, dla x ∈ (0, π): f(x) = sin(x) + x/2 ⇒ f ′(x) = cos(x) + 1/2,
czyli x = 2π/3. Dla x ∈ (π, 2π) f(x) = − sin(x) + x/2 ⇒ f ′(x) = − cos(x) + 1/2,
czyli x = 5π/3. Obliczamy warto±ci we wszystkich �podejrzanych� punktach: f(0) =
0, f(π) = π/2, f(2π) = π, f(2π/3) =

√
3/2 + π/2, f(5π/3) =

√
3/2 + 5π/6. Wida¢, »e

spo±ród powy»szych warto±ci najmniejsza to 0 (przyj¦ta w 0), a najwi¦ksza to
√
3/2+5π/6

(przyj¦ta w 5π/3).
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Zadanie 2. Oblicz pole �gury ograniczonej krzywymi:

y =
1

x2
, y =

1

x3
, x = 2.

Rozwi¡zanie: Wykresy y = 1
x2 i y = 1

y3
przecinaj¡ si¦ w jedynym punkcie (1, 1), wi¦c

�gura znajduje si¦ powy»ej przedziaªu 1 ≤ x ≤ 2. Na tym przedziale 1/x2 ≥ 1/x3, wi¦c

P =

∫ 2

1

( 1

x2
− 1

x3

)
dx =

x−1

−1

∣∣∣2
1
− x−2

−2

∣∣∣2
1
= − 1

2
+ 1 +

1

8
− 1

2
=

1

8
.
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Zadanie 3. Znajd¹ punkt przeci¦cia stycznych do wykresu funkcji f(x) = x3 odpowiednio
w punktach (−1,−1) i (2, 8).

Rozwi¡zanie: Równanie stycznej do wykresu funkcji w punkcie (x0, y0) ma posta¢:

(y − y0) = f ′(x0)(x− x0).

Mamy f ′(−1) = 3(−1)2 = 3, f ′(2) = 3 · 22 = 12. Styczne maj¡ wi¦c równania odpowied-
nio:

y + 1 = 3 (x+ 1) ⇒ y = 3x+ 2,

y − 8 = 12 (x− 2) ⇒ y = 12x− 16.

Podstawiaj¡c otrzymujemy punkt przeci¦cia (x, y) = (2, 8).
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Zadanie 4. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡∫
dx

x (log3 x+ 1)
,

(uwaga: log to logarytm naturalny).

Rozwi¡zanie: Podstawiamy:∫
dx

x (log3 x+ 1)
=

{
t = log x

dt = 1
x
dx

}
=

∫
dt

t3 + 1
.

Rozkªadamy na uªamki proste:

1

t3 + 1
=

1

(t+ 1)(t2 − t+ 1)
=

1
3

t+ 1
+

−1
3
t+ 2

3

t2 − t+ 1
=

1

2

1

t+ 1
− 1

6

2t− 1

t2 − t+ 1
+

1

2

1

t2 − t+ 1
.

Caªkujemy: ∫
dt

t+ 1
= log |t+ 1| = log | log x+ 1|,∫

2t− 1

t2 − t+ 1
dt =

{
s = t2 − t+ 1

ds = 2t− 1 dt

}
=

∫
ds

s
= log |s| = log(t2−t+1) = log(log2 x−log x+1),

∫
dt

t2 − t+ 1
=

∫
2t− 1

(t− 1
2
)2 + 3

4

dt =

{
s = 2√

3
(t− 1

2
)

√
3
2
ds = dt

}
=

2√
3

∫
ds

s2 + 1
=

=
2√
3
arctan s =

2√
3
arctan

2√
3

(
t− 1

2

)
=

2√
3
arctan

2√
3

(
log x− 1

2

)
.

Wstawiaj¡c te 3 caªki do rozkªadu wyj±ciowej caªki otrzymujemy wynik.
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Zadanie 5. Niech funkcja f(x) b¦dzie dana wzorem

f(x) =

{
e−x−1

x
: dla x ̸= 0

−1 : dla x = 0.

Oblicz f ′(0).

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e f jest ci¡gªa w 0:

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

e−x − 1

x
=

(
e−x

)′
(0) = −1 = f(0).

Pami¦tamy, »e w tym przypadku (z de l'Hospitala) f ′(0) jest równa granicy limx→0 f
′(x)

(je»eli ta granica istnieje).

f ′(x) =
−e−x x− (e−x − 1)

x2
=

−e−x x− e−x + 1

x2
.

To jest 0
0
w x = 0, wi¦c

lim
x→0

f ′(x)
de l'H
= lim

x→0

−e−x + xe−x + e−x

2x
= lim

x→0

e−x

2
=

1

2
.
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Zadanie 6. Obszar pod wykresem funkcji

f(x) =
√
9− x2, |x| ≤ 2,

obraca si¦ wokóª osi OX. Oblicz pole powierzchni bocznej powstaªej bryªy obrotowej.

Rozwi¡zanie: Przypominamy odpowiedni wzór:

S = 2π

∫ 2

−2

f(x)
√

1 + f ′2(x) dx.

Mamy f ′(x) = −x/
√
9− x2, wi¦c

S = 2π

∫ 2

−2

√
9− x2

√
1 +

x2

9− x2
dx

= 2π

∫ 2

−2

√
9− x2

√
9

9− x2
dx

= 6π

∫ 2

−2

dx

= 24 π.
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Zadanie 7. Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej i oblicz j¡, je»eli jest zbie»na:∫ ∞

0

x3 e−2x dx.

Rozwi¡zanie: Funkcja podcaªkowa jest ci¡gªa na caªej prostej, wi¦c niewªa±ciwo±¢ caªki
jest zwi¡zana wyª¡cznie z niesko«czonym przedziaªem caªkowania. Liczymy:∫ M

0

x3e−2x dx =

∫ M

0

x3
(e−2x

−2

)′
dx

=
x3e−2x

−2

∣∣∣M
0

+
3

2

∫ M

0

x2e−2x dx

=
M3e−2M

−2
+

3

2

∫ M

0

x2
(e−2x

−2

)′
dx

=
M3e−2M

−2
− 3

4
x2e−2x

∣∣∣M
0

+
3

2

∫ M

0

xe−2x dx

=
(−2M3 − 3M2)e−2M

4
+

3

2

∫ M

0

x
(e−2x

−2

)′
dx

=
(−2M3 − 3M2)e−2M

4
− 3

4
xe−2x

∣∣∣M
0

+
3

4

∫ M

0

e−2x dx

=
(−2M3 − 3M2 − 3M)e−2M

4
− 3

8
e−2x

∣∣∣M
0

=
(−4M3 − 6M2 − 6M − 3)e−2M

8
+

3

8
.

Pierwszy uªamek ma granic¦ gdy M → ∞ (np. z de l'Hospitala), równ¡ 0, wi¦c caªka
niewªa±ciwa istnieje, i ∫ ∞

0

x3 e−2x dx = lim
M→∞

∫ M

0

x3 e−2x dx =
3

8
.


