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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz granic¦ ci¡gu:

an =
√

3n2 + 2n− 5− n
√

3.

Rozwi¡zanie: Stosujemy stary trick:
an =

√
3n2 + 2n− 5− n

√
3

=
(
√

3n2 + 2n− 5− n
√

3) · (√3n2 + 2n− 5 + n
√

3)√
3n2 + 2n− 5 + n

√
3

=
3n2 + 2n− 5− 3n2

√
3n2 + 2n− 5 + n

√
3

=
n
(
2− 5

n

)

n
(√

3 + 2
n
− 5

n2 +
√

3
)

→ 2√
3 +

√
3

=
1√
3
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ podanej funkcji na podanym prze-
dziale:

f(x) = | cos(x)|+ sin(x), [0, π].

Rozwi¡zanie: Warto±¢ najmniejsza i najwi¦ksza przyj¦ta jest na ko«cach przedziaªu (to
znaczy w punktach 0 i π), w punktach w których funkcja nie jest ró»niczkowalna (w tym
przypadku to punkt π

2
w którym cos zmienia znak) lub w punktach w których pochodna

jest zerem. Poszukajmy tych punktów. Dla x ∈ (0, π
2
) mamy f(x) = cos(x)+ sin(x), czyli

f ′(x) = − sin(x) + cos(x) ⇒ f ′(x) = 0 ↔ cos(x) = sin(x).

Jest dokªadnie jeden taki punkt: x = π
4
. Dla x ∈ (π

2
, π) mamy f(x) = − cos(x) + sin(x),

czyli
f ′(x) = sin(x) + cos(x) ⇒ f ′(x) = 0 ↔ cos(x) = − sin(x).

Znowu» jest dokªadnie jeden taki punkt: x = 3 π
4
. Obliczamy

f(0) = 1, f(π) = 1, f(π
2
) = 1, f(π

4
) = 1√

2
+ 1√

2
=
√

2, f(3π
4

) = 1√
2

+ 1√
2

=
√

2.

Najwi¦ksza warto±¢ to
√

2 (przyj¦ta w π
4
i 3π

4
), a najmniejsza to 1 (przyj¦ta w 0, π

2
oraz

π).
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Podaj punkty ci¡gªo±ci i nieci¡gªo±ci funkcji

f(x) =





x · sin( 1
x
) : x < 0

0 : x = 0

tan(x) · sin( 1
x
) : x > 0

Rozwi¡zanie: Funkcja jest ci¡gªa na caªej swojej dziedzinie (dziedzina to caªa prosta
bez punktów postaci kπ − π

2
, k ∈ N) za wyj¡tkiem, by¢ mo»e, punktu sklejenia x = 0.

Sprawd¹my ten podejrzany punkt. Dla x < 0 mamy f(x) = x sin( 1
x
), czyli

0 ≤ |f(x)| ≤ |x| ⇒ −|x| ≤ f(x) ≤ |x|.
Korzystaj¡c z twierdzenia o 3 funkcjach mamy

lim
x→0−

f(x) = 0.

Dla x > 0 mamy f(x) = tan(x) sin( 1
x
), czyli

0 ≤ |f(x)| ≤ | tan(x)| ⇒ −| tan(x)| ≤ f(x) ≤ | tan(x)|.
Korzystaj¡c z twierdzenia o 3 funkcjach, wiedz¡c, »e tan(x) = sin(x)

cos(x)
→ 0 gdy x → 0

mamy
lim

x→0+
f(x) = 0.

Obie granice jednostronne istniej¡ i s¡ równe warto±ci funkcji w punkcie x = 0, czyli
funkcja jest ci¡gªa w tym punkcie. Wszystkie punkty dziedziny f s¡ wi¦c punktami
ci¡gªo±ci.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Oblicz pochodn¡ funkcji:

f(x) =

√
1 + tan

(
x +

1

x

)
.

Rozwi¡zanie: Ró»niczkujemy funkcj¦ zªo»on¡:

f ′(x) =
1

2

1√
1 + tan(x + 1

x
)
·
(

1 + tan

(
x +

1

x

))′

=
1

2
√

1 + tan(x + 1
x
)
· 1

cos2
(
x + 1

x

) ·
(

x +
1

x

)′

=
1

2
√

1 + tan(x + 1
x
)
· 1

cos2
(
x + 1

x

) ·
(

1− 1

x2

)
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
ex − 1

ex + 1
dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez podstawienie:∫
ex − 1

ex + 1
dx =

{
ex = t

dx = 1
t
dt

}

=

∫
t− 1

t + 1

1

t
dt

=

∫ (
A

t + 1
+

B

t

)
dt

=

{
A + B = 1

B = −1

}
⇒

{
A = 2

B = −1

}

=

∫
2

t + 1
dt−

∫
1

t
dt

= 2 log |t| − log |t|
= 2 log(ex + 1)− log(ex)

= 2 log(ex + 1)− x + C.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Oblicz caªk¦ oznaczon¡:
∫ π

2

0

(x + 1) cos(x) dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez cz¦±ci:
∫ π

2

0

(x + 1) cos(x) dx =

∫ π
2

0

(x + 1) sin′(x) dx

= (x + 1) sin(x)
∣∣∣

π
2

0
−

∫ π
2

0

1 · sin(x) dx

=
π

2
+ 1 + cos(x)

∣∣∣
π
2

0

=
π

2
+ 1 + 0− 1

=
π

2
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Oblicz dªugo±¢ wykresu funkcji:

f(x) =
2

3
(x− 1)

3
2 , 1 ≤ x ≤ 4.

Rozwi¡zanie: Mamy wzór

L =

∫ 4

0

√
1 + f ′2(x) dx,

oraz f ′(x) =
√

x− 1. W takim razie

L =

∫ 4

0

√
1 + (x− 1) dx =

∫ 4

0

√
x dx =

2

3
x

3
2

∣∣∣
4

0
=

2

3
23 =

16

3
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Sprawd¹, »e podana caªka niewªa±ciwa jest zbie»na, i oblicz j¡:
∫ ∞

1

e
1
x

x2
dx.

Rozwi¡zanie: Niech M > 1 i obliczamy
∫ M

1

e
1
x

x2
dx =

{
t = 1

x

dt = − 1
x2 dx

}
= −

∫ 1
M

1

et dt = et
∣∣∣
1

1
M

= e− e
1
M .

Gdy M →∞ granica powy»szego wyra»enia istnieje i jest równa e−1. Caªka niewªa±ciwa
jest wi¦c zbie»na i równa ∫ ∞

1

e
1
x

x2
dx = e− 1.
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