
Zadanie 1. Obli
z sum� szeregu
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2Zadanie 2. Czy nast�puj¡
y szereg jest zbie»ny?
∞
∑

n=1

n2 − 1000

n3 + 1Rozwi¡zanie: Skorzystamy z kryterium porównaw
zego. Pierwszanierówno±¢ za
hodzi dla n takiego, »e n2 ≥ 2000, a druga dla n ≥ 1.
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n
.Wiemy, »e szereg o wyraza
h dodatni
h, taki
h jak po prawej stroniejest rozbie»ny (jest to szereg harmoni
zny), wi�
 szereg

∞
∑

n=1

n2 − 1000

n3 + 1te» jest rozbie»ny, z kryterium porównaw
zego.



3Zadanie 3. Obli
zy¢ sum� szeregu pot�gowego
∞
∑

n=0

x2n

2n(dla ty
h x dla który
h jest zbie»ny).Rozwi¡zanie: Jest to szereg geometry
zny o ilorazie
q =

x2

2
,a wi�
 jest zbie»ny dla |x| <

√
2. Dla ty
h x mamy
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4Zadanie 4. Dowie±¢, »e dla ka»dej li
zby naturalnej n za
hodzi rów-no±¢
13 + 23 + 33 + . . . + n3 = (1 + 2 + . . . + n)2Rozwi¡zanie: Dowód jest induk
yjny. Dla n = 1 równo±¢ sprowadzasi� do

13 = 12.Zaªó»my nasz¡ nierówno±¢ dla jakiego± n. Rozwa»my n + 1. Prawastrona to
(1 + 2 + . . . + n + (n + 1))2 =

= (1 + 2 + . . . + n)2 + 2(1 + 2 . . . + n)(n + 1) + (n + 1)2

= (1 + 2 + . . . + n)2 + 2
n(n + 1)

2
(n + 1) + (n + 1)2

= (1 + 2 + . . . + n)2 + n(n + 1)2 + (n + 1)2

= (1 + 2 + . . . + n)2 + (n + 1)2(n + 1)

= (1 + 2 + . . . + n)2 + (n + 1)3

= 13 + 23 + 33 + . . . + n3 + (n + 1)3,z zaªo»enia induk
yjnego. Przy zaªo»eniu równo±
i dla n udowodnili-±my równo±¢ dla n + 1, a wi�
 wykonali±my krok induk
yjny. Wyko-rzystali±my równo±¢ któr¡ zna ka»de dzie
ko:
1 + 2 + . . . + n =

n(n + 1)

2
.



5Zadanie 5. Sprawd¹, 
zy 
i¡g jest zbie»ny, a je»eli tak, to obli
z gra-ni
�
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2 + nRozwi¡zanie: Skorzystamy z twierdzenia o trze
h 
i¡ga
h
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6Zadanie 6. Obli
z grani
�
lim

n→∞
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n + 1Rozwi¡zanie: Skªadniki sumy pod pierwiastkiem s¡ mniejsze od 1 ijest i
h n. Mamy wi�
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√
n.Mo»emy skorzysta¢ z twierdzenia o trze
h 
i¡ga
h, gdy» skrajne 
i¡gis¡ zbie»ne do 1. Otrzymujemy wi�
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7Zadanie 7. Obli
z grani
�
lim

n→∞

n

√

3n + 2n

5n + 4nRozwi¡zanie: Skorzystamy z twierdzenia o 3 
i¡ga
h.
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i¡gi d¡»¡ do 3

5
, a wi�
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8Zadanie 8. Poka» z de�ni
ji, »e
lim

n→∞

[

3n + 1

n + 1

]

= 2Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e
2 =

2n + 2

n + 1
≤ 3n + 1

n + 1
<

3n + 3

n + 1
= 3,a wi�
, z de�ni
ji 
z�±
i 
aªkowitej, 
i¡g jest staªy, równy 2.



9Zadanie 9. Obli
z grani
�
lim

n→∞

(
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n + 3

)5−2nRozwi¡zanie: Skorzystamy z de�ni
ji li
zby e:
lim

n→∞
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n
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= e.Manipuluj¡
 indeksami otrzymujemy
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10Zadanie 10. Rozstrzygnij zbie»no±¢ szeregu
∞
∑

n=1

2n n!

nnRozwi¡zanie: Skorzystamy z kryterium d'Alemberta:
an+1
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e
< 1.Szereg jest wi�
 zbie»ny.


