
Kolokwium 1

4.11.11

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Dla jakich x ∈ R zachodzi∣∣∣∣x+ 1

x+ 2

∣∣∣∣ > 1?

Rozwi¡zanie: Najpierw zauwa»amy, »e x = −2 nie jest rozwi¡zaniem nierówno±ci, po
czym mno»ymy nierówno±¢ stronami przez |x+ 2|.Otrzymujemy nierówno±¢

|x+ 2| < |x+ 1|.
Rozpatrujemy osobno przypadki:

(1) x < −2: W tym przypadku nierówno±¢ sprowadza si¦ do −x − 2 < −x − 1 ⇔
−2 < −1, jest wi¦c speªniona dla wszystkich x z tego zakresu.

(2) −2 < x ≤ −1: Nierówno±¢ przyjmuje posta¢ x + 2 < −x − 1 ⇔ 2x < −3 ⇔ x <
−3

2
. Z tego zakresu rozwi¡zaniem s¡ wi¦c −2 < x < −3

2
.

(3) x > −1: Nierówno±¢ przyjmuje posta¢ x + 2 < x + 1 ⇔ 2 < 1, a wi¦c w tym
zakresie nie ma rozwi¡za«.

Rozwi¡zaniem nierówno±ci jest wi¦c zbiór {x ∈ R : x < −3
2
, x ̸= −2}.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ kresy zbioru A

A =

{
1

x4 + 1
; x ∈ R

}
.

Rozwi¡zanie: Skoro x4 ≥ 0 wi¦c od razu zauwa»amy, »e zbiór A jest ograniczony od
doªu przez 0 a od góry przez 1. Dodatkowo zauwa»amy, »e 1 = 1

04+1
∈ A, czyli 1 jest

ograniczeniem od góry, które jest jednocze±nie elementem zbioru, a wi¦c jest najmniejszym
ograniczeniem od góry. Od razu mamy wi¦c supA = 1. Z drugiej strony przypu±¢my, »e
jakie± c > 0 jest ograniczeniem A od doªu. Oznacza to, »e dla wszystkich x ∈ R mamy

1
x4+1

≥ c, czyli x4 + 1 ≤ 1
c
(st¡d wynika, »e musi by¢ 1

c
≥ 1), czyli |x| ≤ 4

√
1
c
− 1. Jest to

niemo»liwe, bo wiemy na przykªad, »e w±ród liczb rzeczywistych s¡ liczby naturalne, które
nie s¡ wspólnie ograniczone. Widzimy wi¦c, »e »adna liczba c > 0 nie jest ograniczeniem
A od doªu. 0 jest wi¦c najwi¦kszym ograniczeniem A od doªu, czyli inf A = 0.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Wykonaj nast¦puj¡ce dziaªanie, i przedstaw wynik w postaci a+ b i:

2− i

2 + 3 i
.

Rozwi¡zanie: Mno»ymy licznik i mianownik przez sprz¦»enie mianownika:

2− i

2 + 3 i
=

(2− i)(2− 3 i)

22 + 32
=

1− 8 i

13
=

1

13
− 8

13
i.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an =
n
√
12 + 22 + · · ·+ n2.

Rozwi¡zanie: Skorzystamy z 3 ci¡gów. Zauwa»my nierówno±ci:

1 ≤ n
√
12 + 22 + · · ·+ n2 ≤ n

√
n · n2 =

(
n
√
n
)3
.

Wiemy, »e n
√
n → 1, a wi¦c równie» limn→∞ an = 1.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Oblicz granic¦ ci¡gu

an =
n2 + 2 · 1
2n3 + 1 · 1

+
n2 + 2 · 2
2n3 + 2 · 2

+
n2 + 2 · 3
2n3 + 3 · 3

+ · · ·+ n2 + 2 · n
2n3 + n2

.

Rozwi¡zanie: Skorzystamy z 3 ci¡gów. Zauwa»my, »e w sumie powy»ej jest n skªadni-

ków. Ograniczenie ka»dego skªadnika od góry otrzymujemy przez powi¦kszenie licznika i
pomniejszenie mianownika, a ograniczenie od doªu odwrotnie, przez pomniejszenie licznika
i powi¦kszenie mianownika. Mamy wiec

n · n2

2n3 + n2
≤ n2 + 2 · 1

2n3 + 1 · 1
+

n2 + 2 · 2
2n3 + 2 · 2

+
n2 + 2 · 3
2n3 + 3 · 3

+ · · ·+ n2 + 2 · n
2n3 + n2

≤ n · n
2 + 2n

2n3
.

Otrzymujemy wi¦c

n3

2n3 + n2
≤ an ≤ n3 + 2n2

2n3

1

2 + 1
n

≤ an ≤
1 + 2

n

2
.

Skrajne ci¡gi d¡»¡ do wspólnej granicy 1
2
, a wi¦c tak»e limn→∞ an = 1

2
.

5



Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an =

√
n2 + 4

3n− 2
.

Rozwi¡zanie: Dzielimy licznik i mianownik przez n:

√
n2 + 4

3n− 2
=

√
1 + 4

n2

3− 2
n

→ 1

3
,

gdy», jak wiemy, z granic¡ mo»emy wej±¢ pod pierwiastek. Mamy wi¦c limn→∞ an = 1
3
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Funkcja f dana jest wzorem

f(x) =
3x− 2

2 x+ 1
, Df = {x : x ̸= −1

2
}.

Podaj wzór na funkcj¦ odwrotn¡ do f i podaj jej dziedzin¦.

Rozwi¡zanie: Funkcj¦ odwrotn¡ znajdujemy rozwi¡zuj¡c równanie

y =
3 x− 2

2x+ 1

ze wzgl¦du na x, i pilnuj¡c kiedy takie rozwi¡zanie istnieje. Liczymy:

(2x+ 1)y = 3x− 2

2xy − 3x = −2− y

x(2y − 3) = −2− y

x =
−2− y

2y − 3
.

Takie rozwi¡zanie istnieje dla y ̸= 3
2
, a wi¦c

f−1(y) =
−2− y

2y − 3
, Df−1 = {y : y ̸= 3

2
}.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Rozstrzygnij zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

(
3n
n

)
6n

.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z kryterium d'Alemberta:∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
(
3(n+1)
n+1

)
· 6n

6n+1 ·
(
3n
n

)
=

(3n+3)!
(n+1)!(2n+2)!

6 · (3n)!
n!(2n)!

=
(3n+ 3)!n!(2n)!

6 · (3n)!(n+ 1)!(2n+ 2)!

=
(3n+ 1)(3n+ 2)(3n+ 3)

6(n+ 1)(2n+ 1)(2n+ 2)

=
(3n+ 1)(3n+ 2)

2(2n+ 1)(2n+ 2)

=
9(n+ 1

3
)(n+ 2

3
)

8(n+ 1
2
)(n+ 1)

=
9(1 + 1

3n
)(1 + 2

3n
)

8(1 + 1
2n
)(1 + 1

n
)
→ 9

8
> 1.

Szereg jest wi¦c rozbie»ny.
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