
Egzamin ko«cowy - 1 termin

4.02.11

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu:

∞∑
n=1

1 · 3 · · · · · (2n− 1)

3nn!
.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z kryterium d'Alemberta:∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = 1 · 3 · · · · · (2n− 1) · (2b+ 1)

3n+1(n+ 1)!
· 3nn!

1 · 3 · · · · · (2n− 1)

=
2n+ 1

3(n+ 1)
=

2 + 1
n

3(1 + 1
n
)

n→∞−−−→ 2

3
< 1.

Szereg jest wi¦c zbie»ny.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Obszar pod wykresem linii ªa«cuchowej

y =
e

x
2 + e−

x
2

4
, −1 ≤ x ≤ 1,

obraca si¦ wokóª osi OX. Oblicz obj¦to±¢ powstaªej bryªy obrotowej.

Rozwi¡zanie: Podstawiamy do wzoru:

V = π

∫ 1

−1

(
e

x
2 + e−

x
2

2

)2

dx

=
π

4

∫ 1

−1

(
ex + 2 + e−x

)
dx

=
π

4

(
ex + 2x− e−x

)∣∣∣∣1
−1

=
π

4

(
(e+ 2− 1

e
)− (1

e
− 2− e)

)
=

π

4
(2e+ 4− 2

e
)

=
π

2
(e+ 2− 1

e
)
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Oblicz caªk¦ oznaczon¡:∫ π
2

0

e2x cos(x) dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez cz¦±ci:∫ π
2

0

e2x cos(x) dx = e2x sin(x)

∣∣∣∣π2
0

−
∫ π

2

0

2e2x sin(x) dx

= eπ + 2

∫ π
2

0

e2x (cos(x))′ dx

= eπ + 2 e2x cos(x)

∣∣∣∣π2
0

− 4

∫ π
2

0

e2x cos(x) dx

= eπ − 2− 4

∫ π
2

0

e2x cos(x) dx.

Mamy wi¦c równanie:

5

∫ π
2

0

e2x cos(x) dx = eπ − 2,

czyli ∫ π
2

0

e2x cos(x) dx =
eπ − 2

5
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
dx

ex + 1
.

Rozwi¡zanie: Najpierw robimy dosy¢ oczywiste podstawienie:∫
dx

ex + 1
=

 y = ex + 1
dy=exdx=(y−1)dx

dy
y−1

=dx

 =

∫
dy

y(y − 1)
.

Rozkªadamy
1

y(y − 1)
=

A

y
+

B

y − 1
=

(A+B)y − A

y(y − 1)
,

czyli A = −1 oraz B = 1, kontynuujemy caªk¦

=

∫ (
−1

y
+

1

y − 1

)
dy

= − log |y|+ log |y − 1|+ C

= log
ex

ex + 1
+ C.

Sprawdzamy: (
log

ex

ex + 1

)′

=
1
ex

ex+1

· e
x(ex + 1)− exex

(ex + 1)2
=

1

ex + 1
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Oblicz granic¦:

lim
x→1

(
x

x− 1
− 1

log x

)
.

Rozwi¡zanie: Sprowadzamy do wspólnego mianownika:

x

x− 1
− 1

log x
=

x log x− (x− 1)

(x− 1) log x
=

x log x− x+ 1

(x− 1) log x
.

Gdy x → 1 jest to wyra»enie nieoznaczone postaci 0
0
, wi¦c stosujemy reguª¦ de l'Hôpitala:

lim
x→1

x log x− x+ 1

(x− 1) log x
= lim

x→1

log x+ 1− 1

log x+ x−1
x

= lim
x→1

log x

log x+ 1− 1
x

.

W dalszym ci¡gu jest to wyra»enie nieoznaczone postaci 0
0
, wi¦c stosujemy reguª¦ de

l'Hôpitala ponownie:

lim
x→1

log x

log x+ 1− 1
x

= lim
x→1

1
x

1
x
+ 1

x2

=
1

2
.

Mamy wi¦c:

lim
x→1

(
x

x− 1
− 1

log x

)
=

1

2
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Oblicz pochodn¡ funkcji:

f(x) = e

√
1−x
1+x .

Rozwi¡zanie: Stosujemy reguª¦ ªa«cuchow¡:

f ′(x) = e

√
1−x
1+x ·

(√
1− x

1 + x

)′

= e

√
1−x
1+x · 1

2
· 1√

1−x
1+x

·
(
1− x

1 + x

)′

=
1

2
· e

√
1−x
1+x ·

√
1 + x

1− x
· −(1 + x)− (1− x)

(1 + x)2

= −e

√
1−x
1+x ·

√
1 + x

1− x
· 1

(1 + x)2
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Dla jakich warto±ci parametrów a, b podana funkcja jest ci¡gªa?

f(x) =


x+ 4 : x < 0

2 cos x+ a : 0 ≤ x ≤ π
2

a x+ b : π
2
< x.

.

Rozwi¡zanie: �eby funkcja byªa ci¡gªa w punktach sklejenia, to granice jednostronne
musz¡ si¦ zgadza¢. Obliczamy wi¦c granice jednostronne w punktach sklejenia.

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0

(x+ 4) = 4,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0

(2 cosx+ a) = 2 + a,

lim
x→π

2
−
f(x) = lim

x→π
2

(2 cos x+ a) = a,

lim
x→π

2
+
f(x) = lim

x→π
2

(ax+ b) = a
π

2
+ b.

Mamy wi¦c:

2 + a = 4 ⇒ a = 2,

a = a
π

2
+ b ⇒ 2 = π + b ⇒ b = 2− π.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Znajd¹ warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ podanej funkcji w podanym prze-
dziale:

f(x) = |x2 − 3x+ 2|, [−10, 10].

Rozwi¡zanie: Pami¦tamy, »e warto±ci najmniejsza i najwi¦ksza s¡ przyj¦te albo na ko«-

cach przedziaªu, albo w punktach nieró»niczkowalno±ci albo w punktach gdzie pochodna
jest zerem. Sprawdzamy po kolei te punkty

f(−10) = |100 + 30 + 2| = 132,

f(10) = |100− 30 + 2| = 72.

Zauwa»my, »e x2 − 3x + 2 = (x − 2)(x − 1). W punktach x = 1 i x = 2 wyra»enie
kwadratowe zmienia znak, a wi¦c funkcja f mo»e by¢ nieró»niczkowalna. We wszystkich
innych punktach jest ró»niczkowalna. Warto±¢ f w tych punktach to 0:

f(1) = f(2) = 0.

Poszukajmy teraz zer pochodnej. Je»eli x < 1 lub x > 2 to f(x) = x2 − 3x+ 2 czyli

f ′(x) = 2x− 3 czyli f ′(x) = 0 dla x =
3

2
.

Punkt ten le»y poza rozwa»anym zakresem x.
Je»eli 1 < x < 2 to f(x) = −x2 + 3x− 2, czyli

f ′(x) = −2x+ 3 czyli f ′(x) = 0 dla x =
3

2
.

Punkt x = 3
2
jest wi¦c jedynym zerem pochodnej.

f

(
3

2

)
=

∣∣∣∣94 − 9

2
+ 2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣94 − 18

4
+

8

4

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−1

4

∣∣∣∣ = 1

4
.

Widzimy, »e warto±¢ najwi¦ksza f to 132 przyj¦ta w x = −10, a warto±¢ najmniejsza to
0 przyj¦te w x = 1 oraz x = 2.
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