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Kolokwium 3

8.01.16

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz caªk¦ ∫
x3

√
x2 − 1

dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez podstawienie:∫
x3

√
x2 − 1

dx =

{
t = x2 − 1

dt = 2xdx

}
=

1

2

∫
t+ 1√

t
dt

=
1

2

∫ √
t dt+

1

2

∫
1√
t
dt

=
1

2

t
3
2

3
2

+
1

2

t
1
2

1
2

+ C

=
1

3

√
x2 − 1

3
+
√
x2 − 1 + C.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Udowodnij oszacowanie:∫ 2

−1

|x|
x2 + 1

dx <
3

2
.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e przedziaª caªkowania ma dªugo±¢ 3. Znajd¹my maksymaln¡
warto±¢ funkcji podcaªkowej na [−1, 2]. Funkcja jest parzysta, wi¦c wystarczy zbada¢ j¡
na [0, 2]. Warto±¢ w 0 to 0, w 2 to 0, 4, oraz(

x

x2 + 1

)′

=
x2 + 1− x(2x)

(x2 + 1)2
=

1− x2

(x2 + 1)2
.

Patrz¡c na znak licznika widzimy, »e w x = 1 jest maksimum, równe 1
2
. Mamy wi¦c∫ 2

−1

|x|
x2 + 1

dx ≤ 3 · 1
2
=

3

2
.

Wiemy, »e równo±¢ mo»e zaj±¢ tylko w przypadku gdy funkcja podcaªkowa (która jest
ci¡gªa) jest stale równa 1

2
, a wiemy, »e tak nie jest. Nierówno±¢ jest wi¦c ostra.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Oblicz dªugo±¢ wykresu funkcji f(x) = log cos x, 0 ≤ x ≤ π
4
.

Rozwi¡zanie: Mamy

L =

∫ b

a

√
1 + f ′(x)2 dx,

oraz f(x) = log cosx, f ′(x) = − sinx
cosx

, wi¦c

L =

∫ π
4

0

√
1 +

sin2 x

cos2 x
dx

=

∫ π
4

0

√
1

cos2 x
dx

=

∫ π
4

0

dx

cosx
=

{
t = cos x

dt = − sinxdx

}
= −

∫ 1√
2

1

dt

t
√
1− t2

=

{
s = 1− t2

ds = −2tdt

}

=
1

2

∫ 1
2

0

ds

(1− s)
√
s
=

 u =
√
s

du =
1

2
√
s
ds


=

∫ 1√
2

0

du

1− u2
.

Rozkªadamy na uªamki proste:

1

1− u2
=

1

(1− u)(1 + u)
=

1
2

1− u
+

1
2

1 + u
.

Czyli:

L =

∫ 1√
2

0

1
2

1− u
du+

∫ 1√
2

0

1
2

1 + u
du

= −1

2
log |1− u|

∣∣∣∣ 1√
2

0

+
1

2
log |1 + u|

∣∣∣∣ 1√
2

0

= −1

2
log

(
1− 1√

2

)
+

1

2
log

(
1 +

1√
2

)
=

1

2
log

(√
2 + 1√
2− 1

)
= log

√
3 + 2

√
2.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Oblicz pole powierzchni powstaªej przez obrót paraboli sze±ciennej

3y − x3 = 0, 0 ≤ x ≤ 1

wokóª osi OX.

Rozwi¡zanie: Mamy f(x) = y = x3

3
, oraz

S = 2π

∫ b

a

f(x)
√
1 + f ′(x)2 dx,

wi¦c

S = 2π

∫ 1

0

x3

3

√
1 + x4 dx =

{
t = 1 + x4

dt = 4x3dx

}
=

π

6

∫ 2

1

√
t dt

=
π

6

t
3
2

3
2

∣∣∣∣2
2

=
π

9

(
2

3
2 − 1

3
2

)
=

π

9
(2
√
2− 1).
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Sprawd¹, czy nast¦puj¡ca caªka niewªa±ciwa jest zbie»na, i je»eli jest to j¡
oblicz: ∫ ∞

0

x3 e−x dx.

Rozwi¡zanie: We¹my dowolne M > 0:∫ M

0

x3 e−x dx =

∫ M

0

x3
(
− e−x

)′
dx

= −x3 e−x
∣∣∣M
0

+ 3

∫ M

0

x2 e−x dx

= −M3 e−M + 3

∫ M

0

x2
(
− e−x

)′
dx

= −M3 e−M − 3 x2 e−x
∣∣∣M
0

+ 6

∫ M

0

x e−x dx

= −M3 e−M − 3M2 e−M + 6

∫ M

0

x
(
− e−x

)′
dx

= −M3 e−M − 3M2 e−M − 6 x e−x
∣∣∣M
0

+ 6

∫ M

0

e−x dx

= −M3 e−M − 3M2 e−M − 6M e−M − 6 e−x
∣∣∣M
0

= −e−M(M3 + 3M2 + 6M + 6) + 6
M→∞−→ 6.

Ostatnia granica wynika z reguªy de l'Hôpitala.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Oblicz caªk¦: ∫ e3

1

dx

x
√
1 + log x

.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez podstawienie:∫ e3

1

dx

x
√
1 + log x

=

t = 1 + log x

dt =
dx

x

 =

∫ 4

1

dt√
t
=

√
t

1
2

∣∣∣∣4
1

= 2 (
√
4−

√
1) = 2.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Parabola y = x2

2
dzieli koªo x2 + y2 = 8 na dwie cz¦±ci. Oblicz pole górnej

cz¦±ci.
Rozwi¡zanie: Znajd¹my punkty przeci¦cia obu krzywych:

x2

2
=

√
8− x2

x4

4
= 8− x2

x4 + 4x2 − 32 = 0.

Niech t = x2:

t2 + 4t− 32 = 0

t =
−4±

√
16 + 128

2
= −2±

√
4 + 32 = −2± 6.

Interesuje nas t ≥ 0, wi¦c t = 4 a wi¦c x = ±2.

S =

∫ 2

−2

(√
8− x2 − x2

2

)
dx =

∫ 2

−2

√
8− x2 dx−

∫ 2

−2

x2

2
dx.

Obie caªki liczymy osobno:

∫ 2

−2

√
8− x2 dx =

{
x =

√
8 sin t

dx =
√
8 cos t dt

}

=

∫ π
4

π
4

√
8 cos t

√
8 cos t dt

= 8

∫ π
4

π
4

cos2 t dt

= 8

∫ π
4

π
4

cos 2t+ 1

2
dt

= 8

(
sin 2t

4
+

t

2

)∣∣∣∣π4
π
4

= 8
(1
4
+

π

8
+

1

4
+

π

8

)
= 2π + 4.



Albo (je±li kto± lubi inaczej):∫ 2

−2

√
8− x2 dx =

∫ 2

−2

8− x2

√
8− x2

dx

= 8

∫ 2

−2

dx√
8− x2

−
∫ 2

−2

x2

√
8− x2

dx

= 8

∫ 1√
2

− 1√
2

dx√
1− x2

+

∫ 2

−2

x
(√

8− x2
)′
dx

= 8 arcsin x
∣∣∣ 1√

2

− 1√
2

+ x
√
8− x2

∣∣∣2
2
−
∫ 2

−2

√
8− x2 dx

= 8 · π
2
+ 8−

∫ 2

−2

√
8− x2 dx

=⇒
∫ 2

−2

√
8− x2 dx = 2π + 4.

Druga caªka: ∫ 2

−2

x2

2
dx =

x3

6

∣∣∣2
−2

=
1

6
(8 + 8) =

8

3
.

W ko«cu:

S = 2π + 4− 8

3
= 2π +

4

3
.


