
Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 2

6.12.13

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu:

∞∑
n=1

1√
(2n− 1)(2n+ 1)

.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e

1√
(2n− 1)(2n+ 1)

=
1√

4n2 − 1
>

1

2n
.

Wiemy, »e szereg o wyrazach 1
n
(a wi¦c tak»e szereg o wyrazach 1

2n
) jest rozbie»ny, wi¦c

korzystaj¡c z kryterium porównawczego otrzymujemy, »e szereg
∞∑
n=1

1√
(2n− 1)(2n+ 1)

te» jest rozbie»ny.
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Zadanie 2. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu:

∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n+ 100

Rozwi¡zanie: To jest szereg naprzemienny, wi¦c spróbujemy zastosowa¢ kryterium Le-

ibniza. Wyrazy szeregu zbiegaj¡ do zera, wi¦c wystarczy sprawdzi¢, »e ci¡g
√
n

n+100
jest

malej¡cy:
√
n

n+ 100
≥

√
n+ 1

n+ 1 + 100

n(n+ 100 + 1)2 ≥ (n+ 1)(n+ 100)2

n((n+ 100)2 + 2(n+ 100) + 1) ≥ n(n+ 100)2 + (n+ 100)2

2n(n+ 100) + n ≥ n(n+ 100) + 100(n+ 100)

n(n+ 100) ≥ 99n+ 10000

n2 + n ≥ 10000

n(n+ 1) ≥ 1002.

Wida¢, »e jest to równowa»ne warunkowi n ≥ 100. Nasz ci¡g jest wi¦c najpierw rosn¡cy
(do wyrazu o numerze 100), a potem malej¡cy. Mo»emy wi¦c zastosowa¢ kryterium
Leibniza do szeregu

∞∑
n=100

(−1)n
√
n

n+ 100
.

Zbie»no±¢ tego szeregu jest równowa»na zbie»no±ci caªego szeregu, gdy» ró»ni¡ si¦ tylko
pocz¡tkiem.
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Zadanie 3. Znajd¹ promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego:

∞∑
n=1

3n + (−2)n

n
xn.

Rozwi¡zanie: Ustalamy x i korzystamy z kryterium d'Alemberta:∣∣∣∣∣
(
3n+1 + (−2)n+1

)
xn+1

(n+ 1)
· n(

3n + (−2)n
)
xn

∣∣∣∣∣ = |x| · n

n+ 1
·
3− 2

(
− 2

3

)n
1 +

(
− 2

3

)n n→∞−→ 3 |x|,

gdy»
(
− 2

3

)n n→∞−→ 0. Promie« zbie»no±ci wynosi wi¦c 1
3
.
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Zadanie 4. Udowodnij, »e je»eli istnieje granica funkcji g = limx→x0 f(x) i g > 0, to

∃ δ > 0 ∀ x ∈ Df 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) > 0.

Rozwi¡zanie: Z de�nicji granicy mamy, »e

∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ Df 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− g| < ϵ.

Zauwa»amy, »e wystarczy ustali¢ ϵ wystarczaj¡co maªe, »eby |f(x)− g| < ϵ ⇒ f(x) > 0
(skoro g > 0). Na przykªad ϵ = g. Mamy wtedy, dla x ∈ Df , 0 < |x− x0| < δ:

|f(x)− g| < ϵ ⇒ |f(x)− g| < g ⇒ −g < f(x)− g ⇒ 0 < f(x).
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Zadanie 5. Oblicz granic¦:

lim
x→4

√
1 + 2x− 3

x− 4
.

Rozwi¡zanie:Pomnó»my licznik i mianownik przez
√
1 + 2x+ 3 (stary trick):

√
1 + 2x− 3

x− 4
=

1 + 2x− 9

(x− 4)(
√
1 + 2x+ 3)

=
2x− 8

(x− 4)(
√
1 + 2x+ 3)

=
2√

1 + 2x+ 3

x→4−→ 1

3
.
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Zadanie 6. Oblicz granic¦:

lim
x→0

sin2
(
x
2

)
2 x2

.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z tego, »e znamy granic¦ sinx
x
.

lim
x→0

sin2
(
x
2

)
2 x2

=
1

8
lim
x→0

sin2
(
x
2

)(
x
2

)2 =
1

8
lim
x→0

sin2 x

x2
=

1

8

(
lim
x→0

sin x

x

)2

=
1

8
.
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Zadanie 7. Oblicz granic¦:

lim
x→∞

2
√
x+ x 3

√
x+ 5 5

√
x√

3x− 2 + x 3
√
2x− 3

.

Rozwi¡zanie: Przygl¡damy si¦ wyra»eniu uwa»nie, i zauwa»amy, »e najwy»szym wy-
kªadnikiem przy x jest 4

3
. Dzielimy wi¦c licznik i mianownik przez x

4
3 .

2
√
x+ x 3

√
x+ 5 5

√
x√

3x− 2 + x 3
√
2x− 3

=
2x

1
2
− 4

3 + 1 + 5x
1
5
− 4

3

x
1
2
− 4

3

√
3− 2

x
+ 3

√
2− 3

x

=
2 x− 5

6 + 1 + 5x− 17
15

x− 5
6

√
3− 2

x
+ 3

√
2− 3

x

x→∞−→ 1
3
√
2
.
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