Zadanie 1. Oblicz granice

n oo n2l

Rozwigzanie: Sume zapisujemy nastepujaco:

120+220+320+,,,+n20_l2”: 1 20
n2! n n )

i=1

W powyzszej sumie rozpoznajemy sume Riemanna dla funkcji f(x) =
2%, przedziatu [0, 1] i podziatu punktami z; = £, i =1,2,...,n. Sred-
nica takiego podziatu jest rowna % i dazy do 0 gdy n — oo. Funkcja

f(z) jest ciagta, a wiec mamy
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Zadanie 2. Oblicz catke nieoznaczona
2z — 1
/ )
x2—6x+9

Rozwigzanie: Funkcja podcatkowa jest wymierna. Mamy wiec
2z — 1 2x — 1 A B

22—6x+9 (z—3)27 -3 (x —3)2
Porownujac liczniki otrzymujemy A(z —3) + B = 2x — 1, czyli A = 2
i B =5. Mamy wiec
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——dz = d ——dx =21 —3|—-—.
/£2—6$+9 . /37—3 x+/($—3)2 . og |z =3| xr—3




Zadanie 3. Oblicz calke nieoznaczong
tanx
/ 5 dx
cos? x
Rozwigzanie: Calkujemy przez podstawienie
tanzx sin
/ dr = / dx
cos? x cos® x

B t =cosx
| dt = —sinzdx

dt
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Zadanie 4. Znajdz warto$¢ najmniejsza i najwieksza danej funkcji na
podanym przedziale:

flx) =]2* = 1|+ 3z, [-2,2].

Rozwigzanie: Wiemy, ze warto$¢ najmniejsza i najwieksza funkcja
przyjmuje w punktach w ktérych pochodna jest réwna 0, w punktach,
w ktorych pochodna nie istnieje, lub na koncach przedziatu. Powyzsza
funkcja moze nie by¢ rézniczkowalna w punktach w ktorych 22 — 1 =
0, czyli £1. Poszukajmy teraz zero pochodnej. Rozpatrzymy dwa
przypadki

lz| >1=2*-1>0= f(z) =2° — 1+ 3.
Wtedy
3
f(x)=22+3= f(2) =0 2= —5
Punkt z = —3 wpada do rozwazanego zakresu |z| > 1, a wiec mamy
punkt w ktorym pochodna jest zerem. Rozwazamy drugi przypadek
7| <1=2*-1<0= f(z) =1— 2"+ 3x,

czyli
3
fl@)=-20+3=fa) =0 z=".
Tym razem jednak punkt x = % nie wpada do rozwazanego zakresu,

czyli w tym przypadku zer pochodnej nie ma. Mamy wiec 5 punktow
w ktorych wartosci funkeji nalezy poréwnacé: —2, —%, —1,1 oraz 2.

f(=2)=3-6=-3
9 =5-3=-%
f(=1)=-3
f)y=3
f(2)=34+6=09.

Poroéwnujac powyzsze widzimy, ze warto$¢ najwicksza to 9, a najmniej-

sza to —%.



Zadanie 5. Oblicz granice
lim (1 —z)log(1l — z)

r—1—

Rozwigzanie: Niech t =1 — z, wtedy

logt
lim (1 — z)log(l —x) = lim tlogt = lim —.
lim (1 —z)log(l —2) = lim tlogt = lim I

Jest to wyrazenie nieoznaczone postaci 22, a wigc korzystajac z reguty
de I’'Hospitala otrzymujemy
1

= lim tl = — lim ¢t =0.
t—0t+ _t_2 t—0t+

Granica wynosi wiec 0.
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Zadanie 6. Zbadaj zbieznos¢ szeregu

— (D)
Z n logn

n=2

Rozwigzanie: Niech a,, = @, wtedy ciag a, jest malejacy i zbiezny

do 0. Mozemy wiec skorzysta¢ bezposrednio z kryterium Leibniza, i
otrzymujemy, ze szereg jest zbiezny.



Zadanie 7. Obszar pod wykresem funkcji

fr)=V3z—22, 0<r<2,

obraca sie wokot osi OX. Oblicz objetos¢ powstatej bryly obrotowej.

Rozwigzanie: Liczymy ze wzoru:

V:W/OZf(x)2dx:7r/02(3x—x2)dx:7r (§x2—§>

3 1 36 16 20 10w
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Zadanie 8. Zbadaj zbiezno$¢ calki niewlasciwej, oraz oblicz ja, jezeli
jest zbiezna

/ 2% sin(x*) do
0

Rozwigzanie: Niech M > 0 i rozwazmy catke

M 1 M
/ 23 sin(z?) dz = ~ / 42° sin(x?) do
0 4 Jo

- t =zt
 dt = 423 dx

1M
= 1 / sintdt
0

M4

= — —cost
4

0
= 411 (1 —cosM4).

Oczywiscie ostatnie wyrazenie nie ma granicy gdy M — oo. Calka
niewladciwa nie jest wiec zbiezna.



