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Kolokwium 2

1.12.17

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz granic¦:

lim
x→π/4

tan 2x

tan(π/4 + x)
.

Rozwi¡zanie: To jest wyra»enie postaci ∞
∞ w π

4
, wi¦c stosujemy reguª¦ de l'Hospitala:

lim
x→π/4

tan 2x

tan(π/4 + x)
d l'H
= lim

x→π/4

2
cos2 2x

1
cos2(π/4+x)

= lim
x→π/4

2 cos2(π/4 + x)

cos2 2x
.

Ostatnia granica to wyra»enie postaci 0
0
w π

4
, wi¦c stosujemy de l'Hospitala ponownie:

lim
x→π/4

2 cos2(π/4 + x)

cos2 2x
d l'H
= lim

x→π/4

−4 cos(π/4 + x) sin(π/4 + x)

2 cos 2x(− sin 2x) · 2

= lim
x→π/4

cos(π/4 + x) sin(π/4 + x)

cos 2x sin 2x

= lim
x→π/4

sin(π/2 + 2x)

sin 4x

d l'H
= lim

x→π/4

2 cos(π/2 + 2x)

4 cos 4x

=
cosπ

2 cos π

=
1

2
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ promie« zbie»no±ci szeregu

∞∑
n=1

x2n

√
n2 + n− n

.

Rozwi¡zanie: Ustalamy x i stosujemy kryterium d'Alemberta:∣∣∣∣∣ x2(n+1)√
(n+ 1)2 + (n+ 1)− (n+ 1)

·
√
n2 + n− n

x2n

∣∣∣∣∣ =
= |x|2

√
(n+ 1)2 + (n+ 1) + (n+ 1)

n+ 1
· n√

n2 + n+ n

= |x|2 · n

n+ 1
·
√
n2 + 3n+ 2 + (n+ 1)√

n2 + n+ n

= |x|2 · 1

1 + 1
n

·

√
1 + 3

n
+ 2

n2 + 1 + 1
n√

1 + 1
n
+ 1

→ |x|2.
Szereg jest wi¦c zbie»ny b¡d¹ rozbie»ny w zale»no±ci od tego, czy |x| < 1 czy |x| > 1.
Promie« zbie»no±ci wynosi wi¦c 1.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Znajd¹ warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ podanej funkcji na podanym prze-
dziale

f(x) = sin 2x− x, x ∈ [−π/2, π/2].

Rozwi¡zanie: Obliczamy warto±ci na ko«cach przedziaªu:

f
(
− π

2

)
= sin(−π)−

(
− π

2

)
=

π

2
,

f
(π
2

)
= sin π −

(π
2

)
= −π

2
.

Szukamy punktów krytycznych:

f ′(x) = 2 cos 2x− 1 ⇒ f ′(x) = 0 ⇔ cos 2x =
1

2
⇔ 2x = ±π

3
⇔ x = ±π

6
,

f
(π
6

)
= sin

π

3
− π

6
=

√
3

2
− π

6
≃ 0, 85− 0, 52 = 0, 33,

f
(
− π

6

)
= −

√
3

2
+

π

6
≃ −0, 33.

Widzimy wi¦c, »e warto±¢ najwi¦ksza to π
2
(przyj¦ta w −π

2
), a warto±¢ najmniejsza to −π

2
(przyj¦ta w π

2
).
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Dobierz parametry a, b tak, »eby podana funkcja miaªa pochodn¡ w punkcie
1

f(x) =

{
x2 : x ≤ 1,

ax+ b : x > 1.

Rozwi¡zanie: f musi by¢ ci¡gªa w 1:

1 = f(1) = lim
x→1−

f(x) = lim
x→1+

f(x) = lim
x→1

ax+ b = a+ b.

Mamy wi¦c 1 = a + b. Wiemy (z reguªy de l'Hospitala na przykªad), »e f w punkcie
sklejenia (je»eli jest ci¡gªa) ma pochodn¡ ⇔ granice pochodnych z obu stron w tym
punkcie si¦ zgadzaj¡.

lim
x→1−

f ′(x) = lim
x→1

2x = 2, lim
x→1+

f ′(x) = lim
x→1

a = a.

Mamy wi¦c dodatkowo a = 2. �¡cz¡c to z poprzednim równaniem b = −1
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Oblicz pochodn¡ podanej funkcji (i podaj dziedzin¦ pochodnej):

f(x) = e
√

log |x|.

Rozwi¡zanie: Dziedzin¡ f s¡ liczby |x| ≥ 1 i dziedzin¡ pochodnej s¡ liczby |x| > 1,

gdy» wszystkie funkcje skªadowe s¡ ró»niczkowalne na odpowiednich zbiorach: log |x| na
|x| > 1,

√
x na x > 0, ex wsz¦dzie. Liczymy pochodn¡:

f ′(x) = e
√

log |x| · 1√
log |x|

· 1
x
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ punkty ci¡gªo±ci i nieci¡gªo±ci funkcji:

f(x) = {log10 x}, ({. . . } - cz¦±¢ uªamkowa).

Rozwi¡zanie: Dziedzin¡ f s¡ liczby x > 0. log10 x jest ci¡gªa wsz¦dzie, a {x} jest ci¡gªa
na przedziaªach (k, k + 1) ∀ k ∈ Z, i nieci¡gªa we wszystkich punktach caªkowitych. Z
ci¡gªo±ci funkcji zªo»onej wiemy, »e f jest ci¡gªa we wszystkich punktach x takich, »e
log10 x /∈ Z. Czyli we wszystkich punktach, które nie s¡ caªkowit¡ pot¦g¡ 10. Rozwa»my
teraz punkty postaci 10k, gdzie k ∈ Z.

lim
x→10k−

{log10 x} = lim
t→k−

{t} = 1,

lim
x→10k+

{log10 x} = lim
t→k+

{t} = 0.

W punktach postaci 10k, k ∈ Z f jest wi¦c nieci¡gªa. W pozostaªych punktach jest ci¡gªa.
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Zadanie 7. Zbadaj zbie»no±¢ i ew. zbie»no±¢ absolutn¡ szeregu:

∞∑
n=1

(−1)n
log n

n
.

Rozwi¡zanie: To jest szereg naprzemienny, wi¦c chcemy skorzysta¢ z kryterium Leib-
niza. Potrzebujemy:

log n

n
≥ log(n+ 1)

n+ 1
log(n+ 1)

log n
≤ n+ 1

n

logn(n+ 1) ≤ 1 +
1

n

n+ 1 ≤ n1+ 1
n

1 +
1

n
≤ n

1
n(

1 +
1

n

)n

≤ n.

Wszystkie powy»sze nierówno±ci s¡ równowa»ne, a ostatnia jest prawdziwa dla n ≥ 3, bo
wiemy, »e (1+ 1

n
)n ro±nie do e < 3. Na mocy kryterium Leibniza szereg jest wi¦c zbie»ny.

Nie jest zbiezny absolutnie, bo∣∣∣(−1)n
log n

n

∣∣∣ = log n

n
>

1

n
dla n ≥ 3,

a szereg o wyrazach 1
n
jest rozbie»ny.


