
Zadanie 1. Oblicz caªk¦ oznaczon¡
∫ 2

1

x (x2 + 1) ex2

dx.

Rozwi¡zanie: Robimy podstawienie x2 = t ⇒ x dx = 1
2
dt, nast¦p-

nie caªkujemy przez cz¦±ci, i obliczamy
∫ 2

1

x (x2 + 1) ex2

dx =
1

2

∫ 4

1

(t + 1) et dt

=
1

2
(t + 1)et

∣∣4
1
− 1

2

∫ 4

1

et dt

=
1

2
(5 e4 − 2 e)− 1

2
e4 +

1

2
e

= 2 e4 − 1

2
e.

1
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Zadanie 2. Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej, i je±li jest zbie»na to
j¡ oblicz ∫ ∞

−1

dx

x2 + 2x + 1
.

Rozwi¡zanie: x2 + 2x + 1 = (x + 1)2, czyli funkcja podcaªkowa ma
�osobliwo±¢� w punkcie −1 (a wi¦c na lewym ko«cu przedziaªu caªkowa-
nia). Czyli musimy rozpatrzy¢ osobno dwie caªki niewªa±ciwe, na
przykªad rozdzielmy przedziaª caªkowania w punkcie 0:

∫ 0

−1

dx

x2 + 2x + 1
oraz

∫ ∞

0

dx

x2 + 2x + 1
.

Ka»da z powy»szych caªek ma ju» tylko jedn¡ niewªa±ciwo±¢, pier-
wsza ze wzgl¦du na to, »e funkcja podcaªkowa jest nieograniczona przy
lewym ko«cu przedziaªu, a druga ze wzgl¦du na niesko«czony przedziaª
caªkowania. Rozpatrzmy zbie»no±¢ pierwszej z caªek.

∫ 0

−1+ε

dx

x2 + 2x + 1
=

∫ 0

−1+ε

dx

(x + 1)2

= {x + 1 = t} =

∫ 1

ε

dy

y2

= − 1

y

∣∣∣∣
1

ε

=
1

ε
− 1

ε→0+−−−→∞.

Caªka ta nie jest wi¦c zbie»na. W tej sytuacji zbie»no±¢ drugiej caªki
nie ma znaczenia. Caªka niewªa±ciwa∫ ∞

−1

dx

x2 + 2x + 1

nie jest zbie»na
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Zadanie 3. Oblicz pochodn¡ funkcji

f(x) = (x +
√

x)(2 + x1/3)(x1/4 + 1).

Rozwi¡zanie: Reguªa Leibniza (ró»niczkowanie iloczynu) daje nam:
(fgh)′ = f ′gh + fg′h + fgh′. Czyli:

f ′(x) = (x +
√

x)′ (2 + x1/3) (x1/4 + 1)+

+ (x +
√

x) (2 + x1/3)′ (x1/4 + 1)+

+ (x +
√

x) (2 + x1/3) (x1/4 + 1)′

=

(
1 +

1

2
√

x

)
(2 + x1/3) (x1/4 + 1)+

+ (x +
√

x)

(
1

3

1

x2/3

)
(x1/4 + 1)+

+ (x +
√

x) (2 + x1/3)

(
1

4

1

x3/4

)
.

Wiele osób po prostu wymna»aªo nawiasy, i ró»niczkowaªo osobno 8
pot¦g x, i tak te» jest oczywi±cie dobrze. Jeszcze inni stosowali wzór
f ′ = f(log f)′, co sprowadza si¦ w tym wypadku do reguªy Leibniza.
Wszystkie sposoby liczenia pochodnej s¡ dozwolone, ale nie mo»na robi¢
bª¦dów.
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Zadanie 4. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡
∫

1

x
√

x + 1
dx.

Rozwi¡zanie: Robimy podstawienie

y =
√

x + 1 ⇒ dy =
1

2
√

x + 1
dx ⇒ 2 dy =

dx√
x + 1

, x = y2 − 1.

Po podstawieniu caªka przybiera posta¢∫
1

x
√

x + 1
dx =

∫
2 dy

y2 − 1
.

Funkcj¦ podcaªkow¡ rozkªadamy na uªamki proste, i otrzymujemy
∫

2 dy

y2 − 1
=

∫
dy

y − 1
−

∫
dy

y + 1
=

= log |y − 1| − log |y + 1|+ C = log

∣∣∣∣
√

x + 1− 1√
x + 1 + 1

∣∣∣∣ + C.
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Zadanie 5. Oblicz granic¦ ci¡gu

an =
n2 + 2 · 1
2n3 + 1 · 1 +

n2 + 2 · 2
2n3 + 2 · 2 +

n2 + 2 · 3
2n3 + 3 · 3 + · · ·+ n2 + 2 · n

2n3 + n2
.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z twierdzenia o 3 ci¡gach. W powy»szej
sumie, jak ªatwo zauwa»y¢, jest n skªadników, a ka»dy ze skªadników
ªatwo oszacowa¢ z góry i z doªu:

n
n2 + 2

2 n3 + n2
≤ an ≤ n

n2 + 2 n

2 n3 + 1
,

n3 + 2 n

2 n3 + n2
≤ an ≤ n3 + 2 n2

2 n3 + 1
,

1 + 2 2
n2

2 + 1
n

≤ an ≤
1 + 2

n

2 + 1
n3

.

Skrajne ci¡gi maj¡ wspóln¡ granic¦ 1
2
, a wi¦c, korzystaj¡c z twierdzenia

o 3 ci¡gach
lim

n→∞
an =

1

2
.
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Zadanie 6. Oblicz granic¦

lim
x→0

(
1

x
− 1

sin x

)
.

Rozwi¡zanie: Wyra»enie sprowadzamy do wspólnego mianownika, i
zauwa»amy, »e jest wyra»eniem typu 0

0
w zerze:

(
1

x
− 1

sin x

)
=

sin x− x

x sin x
.

Stosujemy reguª¦ de l'Hospitala dwukrotnie:

lim
x→0

sin x− x

x sin x
= lim

x→0

cos x− 1

sin x + x cos x
= lim

x→0

− sin x

cos x + cos x− x sin x
= 0.
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Zadanie 7. Znajd¹ warto±¢ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ funkcji f(x) w
przedziale [0, 2π]

f(x) = | sin x|+ x

2
.

Rozwi¡zanie: Wiemy, »e f(x) przyjmie swoje warto±ci najwi¦ksz¡ i
najmniejsz¡ na ko«cach przedziaªu, w punktach, w których nie jest
ró»niczkowalna, lub w takich punktach, w których jest ró»niczkowalna,
a jej pochodna jest równa zero. Na przedziale (0, π) funkcja dana jest
wzorem f(x) = sin x + x

2
, czyli jest ró»niczkowalna, a na przedziale

(π, 2π) wzorem f(x) = − sin x + x
2
, wi¦c te» jest ró»niczkowalna. Mo»e

0 3 6

0

2

4

Rysunek 1. Funkcja f(x) = | sin x|+ x
2
na [0, 2π].

nie by¢ ró»niczkowalna w π, wi¦c ten punkt te» we¹miemy pod uwag¦.
Szukamy punktów x0, w których pochodna jest równa zero. Najpierw
rozpatrzmy przedziaª (0, π). Mamy

f ′(x) = cos x +
1

2
⇒ cos(x0) = −1

2
⇒ x0 =

π

2
+

π

6
=

2 π

3
.

Podobnie na przedziale (π, 2π):

f ′(x) = − cos x +
1

2
⇒ cos(x0) =

1

2
⇒ x0 =

3 π

2
+

π

6
=

5 π

3
.

Takie charakterystyczne warto±ci funkcji trygonometrycznych trzeba
pami¦ta¢. Funkcje sinus i cosinus przyjmuj¡ warto±¢ ±1

2
w odlegªo±ci

π
6
od swojego przej±cia przez zero. Mamy wi¦c 5 punktów, w których

f(x) mo»e przyj¡¢ swoje warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡. S¡ to
0, π, 2π, 2 π

3
oraz 5 π

3
. Wystarczy obliczy¢ waro±ci funkcji w tych punk-

tach, i porówna¢.

f(0) = 0, f(2π/3) =

√
3

2
+

π

3
, f(π) =

π

2
, f(5π/3) =

√
3

2
+

5 π

6
, f(2 π) = π.
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Ju» na pierwszy rzut oka wida¢, »e najmniejsz¡ z tych warto±ci jest 0,
natomiast warto±¢ najwi¦ksza to f(5π/3) lub f(2π). Pozostaje tylko
zauwa»y¢, »e pierwsza z tych warto±ci jest wi¦ksza:√

3

2
+

5 π

6
>

1, 7

2
+

5 · 3
6

= 0, 85 + 2, 5 = 3, 35 > π.

Najwi¦ksz¡ warto±ci¡ jest wi¦c
√

3
2

+5 π
6
.Zawsze warto naszkicowa¢ wykre-

sik.
Zadanie 8. Rozstrzygnij zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

(
3n
n

)

6n
.

Rozwi¡zanie: Stosujemy kryterium d'Alemberta:
(
3(n+1)

n+1

)

6n+1
· 6n

(
3n
n

) =

(3(n+1))!
(3n)!

6 · (n+1)!
n!

· (2(n+1))!
(2n)!

=

=

(
3 + 1

n

) · (3 + 2
n

) · (3 + 3
n

)

6
(
1 + 1

n

) · (2 + 1
n

) · (2 + 2
n

) n→∞−−−→ 27

6 · 4 =
27

24
> 1.

Szereg jest wi¦c rozbie»ny.
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Zadanie 9. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡
∫

x2 arctan x dx

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez cz¦±ci, a nast¦pnie podstawiamy:
∫

x2 arctan x dx =

∫ (
x3

3

)′
arctan x dx

=
x3 arctan x

3
− 1

3

∫
x3 1

x2 + 1
dx

{
y = x2 + 1, ⇒ dy

2
= x dx, x2 = y − 1

}

=
x3 arctan x

3
− 1

6

∫
(y − 1)

y
dy

=
x3 arctan x

3
− 1

6

∫ (
1− 1

y

)
dy

=
x3 arctan x

3
− y

6
+

1

6
log |y|+ C

=
x3 arctan x

3
− x2 + 1

6
+

1

6
log(x2 + 1) + C.


