
Pierwsza litera nazwiska

Egzamin 1 termin

5.02.14

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej i oblicz j¡, je»eli jest zbie»na:∫ ∞

2

dx

x log3 x
.

Rozwi¡zanie: Funkcja podcaªkowa jest ci¡gªa na caªej póªprostej [2,∞), a wi¦c niewªa-
±ciwo±¢ caªki zwi¡zana jest tylko z niesko«czonym przedziaªem caªkowania. Ustalmy wi¦c
M > 2, i obliczmy:∫ M

2

dx

x log3 x
=

{
t = log x

dt = 1
x
dx

}
=

∫ logM

log 2

dt

t3
= −1

2

1

t2

∣∣∣logM
log 2

=
1

2

(
1

log2 2
− 1

log2M

)
.

Gdy M → ∞ to tak»e log2 M → ∞, a wi¦c 1
log2 M

→ 0, czyli caªka niewªa±ciwa istnieje i

jest równa ∫ ∞

2

dx

x log3 x
= lim

M→∞

∫ M

2

dx

x log3 x
=

1

2

1

log2 2
.
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Zadanie 2. Oblicz dªugo±¢ krzywej b¦d¡cej wykresem funkcji f(x) = x
3
2 dla x ∈ [0, 5].

Rozwi¡zanie: Mamy (x
3
2 )′ = 3

2
x

1
2 , a wi¦c

L =

∫ 5

0

√
1 +

(3
2

√
x
)2

dx

=
1

2

∫ 5

0

√
4 + 9x dx

=
1

2

2

3

1

9
(4 + 9 x)

3
2

∣∣∣5
0

=
1

27

(
49

3
2 − 4

3
2

)
=

1

27
(73 − 23)

=
335

27
.
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Zadanie 3. Oblicz pole �gury ograniczonej krzywymi: y = 5
2
− x oraz y = 1

x
.

Rozwi¡zanie: Znajdujemy punkty przeci¦cia krzywych:

1

x
=

5

2
− x ⇒ x2 − 5

2
x+ 1 = 0 ⇒ x =

1

2
, 2.

Interesuj¡cy nas obszar le»y wi¦c ponad przedziaªem [1
2
, 2]. Pytanie jest która z funkcji

jest wi¦ksza na tym przedziale. Wystarczy sprawdzi¢ w jednym punkcie, bo obie krzywe
nie przecinaj¡ si¦ ju» w »adnym innym punkcie, poza punktami nad ko«cami przedziaªu.
We¹my x = 1, i wida¢, »e w tym punkcie 5

2
− x > 1

x
. Pole naszego obszaru wyra»a si¦

wi¦c caªk¡:

P =

∫ 2

1
2

(5
2
− x− 1

x

)
dx

=
5

2
x− x2

2
− log x

∣∣∣2
1
2

=
5

2
2− 22

2
− log 2− 5

2

1

2
+

1
2

2

2
+ log

1

2

= 5− 2− 5

4
+

1

8
− 2 log 2

=
15

8
− 2 log 2.
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Zadanie 4. Oblicz caªk¦ ∫ e8

e3

dx

x
√
1 + log x

.

Rozwi¡zanie: Robimy podstawienie∫ e8

e3

dx

x
√
1 + log x

=

{
t = log x

dt = 1
x
dx

}
=

∫ 8

3

dt√
1 + t

= 2
√
1 + t

∣∣∣8
3
= 2

(√
9−

√
4
)
= 2.
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Zadanie 5. Oblicz caªk¦ ∫
dx√

x− 3
√
x
.

Rozwi¡zanie: Robimy podstawienie∫
dx√

x− 3
√
x
=

{
t = 6

√
x

dt = 1
6

1

x
5
6
⇒ 6t5dt = dx

}

= 6

∫
t5dt

t3 − t2

= 6

∫
t3 dt

t− 1
=

{
s = t− 1

ds = dt

}
= 6

∫
(s+ 1)3 ds

s

= 6

∫
s3 + 3s2 + 3s+ 1

s
ds

= 6

∫ (
s2 + 3s+ 3 +

1

s

)
ds

= 2s3 + 9s2 + 18s+ 6 log |s|
= 2( 6

√
x− 1)3 + 9( 6

√
x− 1)2 + 18( 6

√
x− 1) + 6 log | 6

√
x− 1|.
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Zadanie 6. Udowodnij, »e je»eli f i g s¡ dwoma funkcjami ci¡gªymi na [0,∞), speªnia-
j¡cymi 0 ≤ f(x) ≤ g(x) dla wszystkich x ≥ 0, oraz caªka niewªa±ciwa

∫∞
0

g(x)dx jest

zbie»na, to tak»e caªka
∫∞
0

f(x)dx jest zbie»na, oraz∫ ∞

0

f(x) dx ≤
∫ ∞

0

g(x) dx.

Rozwi¡zanie: Ustalmy dowolne M ≥ 0. Wtedy, z wªasno±ci caªek mamy∫ M

0

f(x) dx ≤
∫ M

0

g(x) dx ≤
∫ ∞

0

g(x) dx.

Ostatnia nierówno±¢ wynika z tego, »e caªka z nieujemnej funkcji g po przedziale [M,∞)
jest nieujemna. Wyra»enie ∫ M

0

f(x) dx

jako funkcja zmiennej M jest rosn¡ce (gdy ro±nie górna granica caªki to zwi¦ksza si¦ prze-
dziaª caªkowania, a funkcja jest nieujemna), oraz ograniczone od góry przez

∫∞
0

f(x)dx.

Ma wi¦c granic¦, równie» nie wi¦ksz¡ ni»
∫∞
0

f(x)dx.
Niektóre osoby argumentowaªy nast¦puj¡co, co te» jest prawidªowe: Dla funkcji nie-

ujemnej caªka reprezentuje pole obszaru pod wykresem (tak»e caªka niewªa±ciwa, obszar
pod wykresem jest wtedy nieograniczony). Poniewa» f(x) ≤ g(x), wi¦c obszar pod wykre-
sem funkcji f jest zawarty w obszarze pod wykresem funkcji g. Pole mniejszego obszaru
jest nie wi¦ksze ni» pole wi¦kszego. W szczególno±ci, je»eli pole wi¦kszego obszaru jest
sko«czone, to pole mniejszego obszaru, zawartego w nim, te» jest sko«czone, i zachodzi
odpowiednia nierówno±¢.
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Zadanie 7. Oblicz caªk¦: ∫ 2π

0

x3 sinx dx.

Rozwi¡zanie: B¦dziemy caªkowali przez cz¦±ci, aby pozby¢ si¦ pot¦gi x.∫ 2π

0

x3 sinx dx =

∫ 2π

0

x3(− cosx)′ dx

= −x3 cosx
∣∣∣2π
0

+ 3

∫ 2π

0

x2 cosx dx

= −8π3 + 3

∫ 2π

0

x2(sinx)′ dx

= −8π3 + 3
(
x2 sin x

∣∣∣2π
0

− 2

∫ 2π

0

x sinx dx
)

= −8π3 − 6

∫ 2π

0

x(− cosx)′ dx

= −8π3 − 6
(
− x cos x

∣∣∣2π
0

+

∫ 2π

0

cosx dx
)

= −8π3 + 12π − 6

∫ 2π

0

cos x dx

= −8π3 + 12π − 6 sin x
∣∣∣2π
0

= −8π3 + 12π.
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