Pierwsza litera nazwiska

Egzamin 1 termin
4.02.16

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Znajdz przedzial zbieznosci szeregu potegowego, i znajdZ pochodna funkcji
na tym przedziale, zdefiniowanej przez ten szereg:

o0

Z(n+ 1)z".

n=0

Rozwigzanie: Promien zbieznosci znajdujemy tatwo:

1
R = lim e
Dalej, widzimy, ze
o0 oo / o /
Z(n +1)a" = Z (.75”“) = Z (x”) :
n=0 n=0 n=1

czyli jest to szereg > 1° a™ zrozniczkowany wyraz za wyrazem. Z tw. o zbieznosci jedno-
stajnej szeregdw potegowych wiemy, ze

S0~ (5 - () - () - e

n=1

Mamy wiec, dla |z| < 1 a wiec

> N Y, 2
(Z(”“)‘”> - (2p) = V=

n=0
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Zadanie 2. Zbadaj zbieznos¢ catki niewtasciwej, i oblicz ja, jezeli istnieje:
/ > dr

o evT

Rozwigzanie: Jedyna niewtasciwos¢ tej caltki to nieskoriczony przedziat catkowania.
Niech wiec M > 0 bedzie dowolne, i liczymy:

gdyz
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Zadanie 3. Znajdz punkty przegiecia i przedzialy wypuktlosci funkcji:

2

flx)=ze™™.

Rozwigzanie: Liczymy pochodne:
fllz)=e* —22% ™ = e (1 — 227),
F(x) = =2z (1 — 222) + e (—4z) = e (=6 + 42°).

T

Szukamy punktow, w ktorych f” zmienia znak. e~ ’ jest zawsze dodatnie, wiec wystarczy

zbada¢ znak (4z3 — 6z). Mamy:

(42® — 62) :4x<x2 - g) =4x<x— \/g) <x+ \/g)

Widzimy, ze wyrazenie to zmienia znak w 3 punktach: 0 i :I:\/g To sa punkty przegiecia,

a funkcja jest wypukta w przedzialach (—\/g, 0) oraz (\/g, o0) a wklesta w przedzialach
(—00,—\/3) oraz (0,/%).
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Zadanie 4. Znajdz pole powierzchni bocznej brylty obrotowej powstalej przez obrot wy-

kresu funkcji

x log x

f($):Z 5 IL’E[L@],

wokot osi OX.

Rozwigzanie: Obliczamy f'(z) = £ — 5= i podstawiamy do wzoru:

¢ x zlogx logx
—9 T . dz.
7r/1 878 1 iz > v
Mamy:
e .3 4 1€ 1
/x—dx:x— — (' - 1),
L8 32|, 32
‘x 22| 1
“dr == = — 2_1
/1 s 16, TR
1 1 [° 1 [°
/1 xc;gx =5/, (22 logxd:z;:—:z;Qloga;l—g 1 xdx
ez 1 L e e 1 er+1
= — — — X :—__+_— ,
8 16 I 8 16 16 16
log x t=logx 1t 1t 1
- S| otdr=2] ==
/1 1z {dt:%dx} 4/0 0 8
W koncu:
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Zadanie 5. Oblicz catke nieoznaczona:

eI
/63$ 3 dx.

Rozwigzanie: Najpierw podstawiamy:

/ e’ dr — t=c¢e" _/ dt _/ dt
e —1 " \dt=evde) ) t3-1 ) t-DE+t+1

Nastepnie rozwigzujac prosty uktad rownan znajdujemy rozktad na utamki proste:

/ dt 1 [ dt 1/ t+2
== — - | =",
t—D)E+t+1 3)t—1 3) e+t+1

i liczymy obie catki:

dt
— =loglt— 1|+ C
T = loglt =1+ C,

t+2 1 204+1+3
/Ldt:_/idt
t24+t+1 2 t24+t+1

_1/ 2t + 1 dt+3/ dt
2 2+t+1 2) (t+3)2+3

1 dt
:—10g|t2+t+1\+2/ 3 i
2 (Ht+5)°+1
1 ds 2
= —log|t? +t+1 3/ —— = —1
20g|+—|—|+\/_/82+1, s=gh
1 2
= ~log|t? +t+ 1|+ V3arctan —t + C.
5 g| | \/g
Ostatecznie
/ = Lloglt— 1] 1<11 (2 +t + 1) + V3arct 2t>+0
r=_-loolt—1 = (=10 arctan —
T 308 3\2 % V3

1 1 1 2
= —logle” — 1| — Elog(e% +e"+1) — —=arctan —=e” + C.

3 V3
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Zadanie 6. Znajdz punkt przeciecia stycznych (wystarczy tylko wspolrzedna z-owa tego
punktu) do wykresu funkcji f(z) = sinz w punktach:

T 7T\/_
Gl o (25

1< 7r)+ 1 1 . 1(1 7r)
= —\xr — — —_— = —2X _ — — ).
SRV AV Y TG R, A

Rownanie stycznej w punkcie (3, \/75) to
T IR
Przyréwnujemy:
Fr Rl ey
L I S
ZE(\/§+1):W<§+% +v3 -2
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Zadanie 7. Znajdz szereg Maclaurina funkcji:

1—2z
fla) = T
Jaki jest jego promien zbieznosci?
Rozwigzanie: Liczymy pochodne:
f0) =1,
oy —(Fr)—(1—z) -2 Hoy
) = (1+2)? T F0)=-2
f'(x) = (—2)(—2)m = ['(0)=4
1

Ostatni wzor tatwo zauwazy¢ i tatwo udowodni¢ indukcyjnie Otrzymujemy wiec:

_1+22 x—1+2z

Wspotezynniki tego szeregu pot(ggowego to 1, wiec latwo zauwazamy, np.
d’Alemberta, ze promien zbieznosci to 1

z kryt.



