
Zadanie 1. Oblicz granic¦

lim
x→0

ex2 − 1

cos x− 1
.

Rozwi¡zanie: Stosujemy reguª¦ de l'Hôspitala dwukrotnie:

lim
x→0

ex2 − 1

cos x− 1
= lim

x→0

ex2 · 2x
− sin x

(de l'H.)

= lim
x→0

2ex2
+ 2xex2 · 2x
− cos x

(de l'H.)

=
2 + 0

−1
= −2.

1
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Zadanie 2. Funkcja f(x) okre±lona jest nast¦puj¡co:

f(x) =





0 : x < 0,

x : 0 ≤ x < 1,

−x2 + 4x− 2 : 1 ≤ x < 3,

x− 3 : x ≥ 3.

Zbadaj ci¡gªo±¢ funkcji (czyli wska» punkty nieci¡gªo±ci, o ile ist-
niej¡).

Rozwi¡zanie: Funkcja jest ci¡gªa wsz¦dzie za wyj¡tkiem, by¢ mo»e,
punktów sklejenia. Sprawd¹my granice jednostronne w punktach skle-
jenia.
x = 0:

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

0 = 0,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x = 0,

(ci¡gªa).
x = 1:

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

x = 1,

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(−x2 + 4x− 2) = −12 + 4− 2 = 1,

(ci¡gªa).
x = 3:

lim
x→3−

f(x) = lim
x→3−

(−x2 + 4x− 2) = −9 + 4 · 3− 2 = −11 + 12 = 1,

lim
x→3+

f(x) = lim
x→3+

(x− 3) = 3− 3 = 0,

(nieci¡gªa). Jedynym punktem nieci¡gªo±ci jest x = 3.
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Zadanie 3. Znajd¹ pochodn¡ funkcji

f(x) =
cos3(4x)√

x
, x > 0.

Rozwi¡zanie:

f ′(x) =
3 cos2(4x) · (− sin(4x)) · 4 · √x− cos3(4x)1

2
1√
x

x
.
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Zadanie 4. Znajd¹ warto±¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ danej funkcji na
podanym przedziale:

f(x) =
x− 1

x + 1
, [0, 4].

Rozwi¡zanie: Obliczamy pochodn¡

f ′(x) =
(x + 1)− (x− 1)

(x + 1)2
=

2

(x + 1)2
> 0.

Warto±ci najwi¦ksza i najmniejsza musz¡ wi¦c by¢ przyj¦te na ko«cach.
f(0) = −1 oraz f(4) = 3

5
. W takim razie −1 to warto±¢ najmniejsza,

a 3
5
najwi¦ksza.
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Zadanie 5. Znajd¹ warto±¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ danej funkcji na
podanym przedziale:

f(x) = sin(2x)− x, [−π
2
, π

2
].

Rozwi¡zanie: f ′(x) = cos 2x · 2 − 1, czyli f ′(x) = 0 ⇔ cos 2x = 1
2
.

Gdy x przebiega [−π
2
, π

2
] wtedy 2x przebiega [−π, π], a w tym przedziale

cos x ma 2 punkty, w których = 1
2
: s¡ to ±π

3
. Wi¦c cos(2x) = 1

2
dla x =

±π
6
. Funkcja f(x) przyjmuje wi¦c warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡

na ko«cach ±π
2
lub w punktach ±π

6
.

f(−π
2
) = π

2
, f(π

2
) = −π

2
,

f(−π
6
) = − sin π

3
+ π

6
= −

√
3

2
+ π

6
,

f(π
6
) = sin π

3
− π

6
=

√
3

2
− π

6
.

Pozostaje wi¦c sprawdzi¢, która z liczb jest wi¦ksza:
√

3
2
− π

6
czy π

2
.

Stawiamy hipotez¦
√

3
2
− π

6
< π

2√
3

2
< π

2
+ π

6
= 2π

3

3
√

3 < 4π

27 < 16π2 ∼ 151,

a wi¦c hipoteza byªa sªuszna, istotnie
√

3
2
− π

6
< π

2
. W takim razie

warto±¢ najmniejsza to −π
2
a najwi¦ksza π

2
.
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Zadanie 6. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡
∫

(
√

x + 1) (x−√x + 1) dx.

Rozwi¡zanie: Po wymno»eniu do caªkowania zostaj¡ funkcje pot¦-
gowe.∫

(
√

x + 1) (x−√x + 1) dx =

∫
(x
√

x− x +
√

x + x−√x + 1) dx

=

∫
(x

3
2 + 1) dx

=
1
5
2

x
5
2 + x + C

=
2

5
x

5
2 + x + C.
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Zadanie 7. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡
∫

dx

x log x
.

Rozwi¡zanie: Podstawiamy log x = t ⇒ dt = 1
x
dx∫

dx

x log x
=

∫
dt

t
= log |t|+ C = log | log x|+ C.
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Zadanie 8. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡
∫

(x2 − 2x) e−x dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy dwukrotnie przez cz¦±ci∫
(x2 − 2x) e−x dx =

∫
(x2 − 2x)

(− e−x
)′

dx

= −(x2 − 2x) e−x +

∫
(2x− 2) e−x dx

= −(x2 − 2x) e−x +

∫
(2x− 2)

(− e−x
)′

dx

= −(x2 − 2x) e−x − (2x− 2) e−x +

∫
2 e−x dx

= (−x2 + 2) e−x − 2 e−x + C

= −x2 e−x + C.


