Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 1
6.11.15

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Znajdz granice, by¢ moze niewlasciwa, ciggu
. onf+n+1
lim —.
n—oo (n + sinn)?
Rozwigzanie: Wiemy, ze —1 < sinn < 1, wiec
n—1<n+sinn<n+1,
wiec, dlan > 2

l+++5 n?+n+1 _n’+n+1 _nP+n+l1 1+145

(14_%)2  (n+1)2 T (n+sinn)2 T (n—1)2

Korzystajac z 3 ciagow
. onf+n+1
lim —— =1
n—oo (n + sinn)?

(e
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Zadanie 2. Znajdz granice, by¢ moze niewlasciwa, ciggu

lim /3" + 27 /32 + 1.

n—o0

Rozwiagzanie: Korzystamy z 3 ciagow:
V310 < /3 27 /32 +1 < /3 +37V/10
3-V10 < /3n +2n /32 + 1< 3. V2V/10.
Wiemy, ze /a — 1 Va > 0, wiec z 3 ciagow
lim /3" +27 V32 + 1 =3.

n—o0
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Zadanie 3. Znajdz granice, by¢ moze niewlasciwa, ciggu

lim (3n — V9n? + 6n — 15).

n—oo

Rozwigzanie: Uzupetniamy do wzoru skréconego mnozenia:

an — O o 15 = (87— VOn? 60— 15)(3n + V9n? + G — 15)
3n +vV9n? 4+ 6n — 15
9’ —9n* —6n+15

B 3n + V92 +6n— 15

B —6n+15
3n +vV9In2 + 6n — 15
_6+ﬁ

34+4/9+8-14

6
lim(3n—\/9n2—i—6n—15):—g:—1.

n—oo

Tak wiec



Pierwsza litera nazwiska

Nazwisko i imie:

Zadanie 4. Udowodnij, ze jezeli

lim {/|u,| =¢ <1,

n—oo
to
lim u, = 0.
n— o0
Rozwigzanie: Wiemy, ze ¢ < 1, wybierzmy takie ¢ > 0, zeby ¢ + ¢ < 1 (innymi stowy
e <1—gq). Skoro /|u,| — ¢, wiec
dng e N Vn>ng |[V|unl —¢l <e = {|un| <qg+e
Mamy wiec, dla n > ng
0< |unl <qg+e
0 <l|u,| < (¢g+¢e)"

Korzystajac z 3 ciagow, pamietajac, ze 0 < ¢ + € < 1, mamy |u,| — 0, a wiec u,, — 0.
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Zadanie 5. Rozwiaz nieréwnosé

202 — To — 29
1<— <2
x?2 —2x — 15
Rozwiazanie: Mamy 2% — 2z — 15 = (z — 5)(x + 3), wiec dziedzing tej nieréwnosci jest

cala prosta bez —3 i bez 5. Rozwazamy 2 przypadki (r6zny znak mianownika):
1. © < =3V x > 5 (mianownik dodatni). Nasz podwojna nieréwno$¢ w tym przypadku
jest rownowazna;:

r? — 22 — 15 < 22% — Tx — 29 < 22 — 4z — 30.
Lewa nieréwnosé to
2?2 =5 —14>0
(x—=T)(x+2)>0
z € (—o0,—2) U (7,00).

Prawa nieréwno$é to

3z —1>0
>1
T > .
3

Laczac te 2 warunki, w tym przypadku otrzymujemy rozwigzanie: x > 7.
2. —3 < x < 5 (mianownik ujemny). Nasz podwojna nier6wno$¢ w tym przypadku jest
rOwnowazna:
2 — 22 — 15 > 22° — Tx — 29 > 22% — 4 — 30.
Tak jak poprzednio, lewa nieréwnos¢ to
2 —5r—14 <0
(x—T)(x+2)<0
xr € (=2,7).
Prawa nier6wnos¢ to
3r—1<0
- 1
r < -.
3

Laczac te 2 warunki, w tym przypadku otrzymujemy rozwigzanie: —2 < z <
tecznym rozwigzaniem jest polaczenie dwoch czeSciowych rozwigzan: (—2,3) U (7, 00).
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Zadanie 6. Znajdz wszystkie zespolone pierwiastki

v/ 64.

Rozwigzanie: Zapisujemy 64 jako liczbe zespolona w postaci trygonometryczne;j:
64 = 64 (cos 0 +1 sin0).
Wypisujemy kolejno pierwiastki, zgodnie ze wzorem z wyktadu (64 = 2°):

V64 =2 (cos0 +1 sin0) = 2

10 . . 107w
COS —— + 1 8sln ——

6 6

2 2 1 3
\6/64—2(cos—7r+isin—7r> :2<— 1£> =1+ 3i

6 6 2 2

4 4 1
664:2<cos—7r—|—ism—7r>:2<——+i£> :—1—1—\/51

6 6 2 2

6 6
66422(003%4—15111%) =2(—-1+1i0) = -2
66422(0088%+isin8%>:2<— —1£>:—1—\/§1
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Zadanie 7. Znajdz dziedzine funkcji zlozonej g o f i znajdz funkcje odwrotna do niej
(wraz z dziedzing):

2y .
:rzﬂ, Dg:R, f(.fL'):2 s Df:[0,00)

Jezeli funkcja odwrotna nie istnieje, to uzasadnij.

9(y)

Rozwiazanie: Dziedzing f jest [0, 00), a dziedzina g jest cala prosta, wiec dziedzing go f
jest Dy = [0,00). Zeby znalez¢ funkcje odwrotna do g o f musimy rozwiaza¢ rownanie (ze
wzgledu na x):
2.2
1+ (20)°
y+ (27)’y=2-2"

(2°)’y —2*-2+y =0.

Oznaczmy na moment ¢t = 27, i to jest rownanie kwadratowe:

y-t?—2-t+y=0.

y=(go f)(x)

Mamy A = 4 — 4y?, wiec

24 /4—4y2 1 1
2 =t=————=—%,/5 - L
2y y y

Po pierwsze, nie martwmy sie istnieniem pierwiastka. Jezeli 3> > 1 to rozwigzanie naszego
rOwnania nie istnieje, a to znaczy, ze takie y lezy poza obrazem funkcji, w wiec poza dzie-
dzing funkcji odwrotnej. Czyli interesuja nas tylko te y, dla ktorych rozwiazanie istnieje,
czyli y € [—1,1]. Wazniejsza kwestia to wybor znaku przed pierwiastkiem. Zauwazmy, ze

1 1<‘1
V 2 Yy

wiec niezaleznie od wyboru znaku przed pierwiastkiem, znak rozwiazania ¢ bedzie taki
sam, jak znak y. Nas oczywiscie interesuje t > 0, (bo t = 2%), wiec y > 0. W tym
przypadku wybor + oznacza, ze t > 1, a wybor — oznacza t < 1 (latwo to sprawdzi¢).
Zauwazmy, ze t = 2 > 1 (ze wzgledu na dziedzine Dy = [0,00)), czyli wybieramy +.

Mamy wiec
. 1 1 1 1
2 = — + —2—1 — x:10g2<——|— —2—1>
Yy Y Y Y

Ostatecznie (dla porzadku zmieniamy znaczenie literek)

Y

(go )7 @) =lo (- 41/ 5 1), Digepr = (0.1]

x 2



