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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz granic¦ ci¡gu:

an =
sin(

√
n2 + 1) cos(

√
n2 + 1)

n2 + 1
.

Rozwi¡zanie: Mamy:

| sin(
√

n2 + 1) cos(
√

n2 + 1)| ≤ 1 ⇒ |an| =
∣∣∣∣∣
sin(

√
n2 + 1) cos(

√
n2 + 1)

n2 + 1

∣∣∣∣∣ ≤
1

n2 + 1
,

a wi¦c
− 1

n2 + 1
≤ an ≤ 1

n2 + 1
.

Korzystaj¡c z twierdzenia o 3 ci¡gach, i z tego »e, oczywi±cie, 1
n2+1

→ 0 otrzymujemy
lim

n→∞
an = 0.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu:
∞∑

n=1

2n

n2
√

2n + 3n
.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z kryterium d'Alemberta:∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ =
2n+1

(n + 1)2
√

2n+1 + 3n+1
· n2

√
2n + 3n

2n

=

(
n

n + 1

)2

·
2
√(

2
3

)n
+ 1

√
2
(

2
3

)n
+ 3

→ 2√
3

> 1.

Korzystaj¡c z kryterium widzimy wi¦c, »e szereg jest rozbie»ny.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Dla jakich warto±ci parametrów a, b podana funkcja jest ci¡gªa?

f(x) =





−x : x ≤ −1

2 + ax− x2 : −1 < x ≤ 2

x + b : 2 < x.

.

Rozwi¡zanie: Obliczamy 4 granice jednostronne:
lim

x→−1−
f(x) = lim

x→−1−
(−x) = 1,

lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

(2 + ax− x2) = 1− a,

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

(2 + ax− x2) = −2 + 2a,

lim
x→+

f(x) = lim
x→2+

(x + b) = 2 + b.

Otrzymujemy wi¦c ukªad 2 równa«, daj¡cych ci¡gªo±¢ funkcji f w punktach sklejenia −1
i 2: {

1 = 1− a,

−2 + 2a = 2 + b.

Z pierwszego a = 0, a z drugiego b = −4. Ci¡gªo±¢ poza punktami sklejenia wynika z
tego, »e s¡ to wielomiany.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Oblicz granic¦:

lim
x→0

6 log(x + 1)− 6 x + 3 x2 − 2 x3

x sin(x)− x2 cos(x)
.

Rozwi¡zanie: Iloraz
6 log(x + 1)− 6 x + 3 x2 − 2 x3

x sin(x)− x2 cos(x)

jest w 0 wyra»eniem nieoznaczonym 0
0
. Zastosujemy wi¦c reguª¦ de l'Hôpitala. Obliczamy

iloraz pochodnych:
(6 log(x + 1)− 6 x + 3 x2 − 2 x3)′

(x sin(x)− x2 cos(x))′
=

6
x+1

− 6 + 6x− 6x2

sin(x)− x cos(x) + x2 sin(x)
.

To jest równie» wyra»eniem nieoznaczonym 0
0
w 0. Ró»niczkujemy ponownie:

(6 log(x + 1)− 6 x + 3 x2 − 2 x3)′′

(x sin(x)− x2 cos(x))′′
=

−6
(x+1)2

+ 6− 12x

3 x sin(x) + x2 cos(x)
.

W dalszym ci¡gu jest to wyra»enie nieoznaczone 0
0
w 0. Próbujemy ponownie:

(6 log(x + 1)− 6 x + 3 x2 − 2 x3)′′′

(x sin(x)− x2 cos(x))′′′
=

12
(x+1)3

− 12

3 sin(x) + 5 x cos(x)− x2 sin(x)
.

Znowu» wyra»enie nieoznaczone 0
0
w 0. Próbujemy ponownie:

(6 log(x + 1)− 6 x + 3 x2 − 2 x3)(4)

(x sin(x)− x2 cos(x))(4)
=

−36
(x+1)4

8 cos(x)− 7 x sin(x)− x2 cos(x)
.

Ostatni uªamek ma granic¦ w 0 równ¡ −36
8

= −9
2
. Otrzymujemy wi¦c, iteruj¡c reguª¦ de

l'Hôpitala 4-krotnie

lim
x→0

6 log(x + 1)− 6 x + 3 x2 − 2 x3

x sin(x)− x2 cos(x)
= −9

2
.

Je±li pami¦tamy rozwini¦cia Taylora w 0 wyst¦puj¡cych w uªamku funkcji, to granic¦
otrzymamy natychmiast.

4



Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Oblicz pochodn¡ funkcji:
f(x) = x2

√
x + 1 ex.

Rozwi¡zanie: Ró»niczkujemy iloczyn:
(x2

√
x + 1 ex)′ = (x2)′ · (√x + 1 ex) + (x2) · (√x + 1 ex)′

= 2x
√

x + 1 ex + x2
(
(
√

x + 1)′ ex + (
√

x + 1) · (ex)′
)

= 2x
√

x + 1 ex + x2
( 1

2
√

x + 1
ex +

√
x + 1 ex

)

= 2x
√

x + 1 ex +
x2 ex

2
√

x + 1
+ x2

√
x + 1 ex.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ podanej funkcji w podanym prze-
dziale:

f(x) = |x− 1|+ x2, [−5, 5].

Rozwi¡zanie: Warto±¢ najmniejsza i najwi¦ksza mo»e by¢ przyj¦ta na ko«cach prze-
dziaªu, w punktach nieró»niczkowalno±ci i w punktach w których pochodna jest równa
0. Musimy wi¦c rozwa»y¢ punkty −5, 5 oraz 1. Sprawd¹my, gdzie zeruje si¦ pochodna.
Rozwa»my najpierw przedziaª (1, 5). W tym przedziale f(x) = x− 1 + x2, a wi¦c

f ′(x) = 1 + 2x ⇒ f ′(x) = 0 ⇔ x = −1

2
.

W tym przedziale nie ma wi¦c zer pochodnej. Rozwa»my teraz przedziaª (−5, 1). W tym
przedziale f(x) = 1− x + x2, a wi¦c

f ′(x) = −1 + 2x ⇒ f ′(x) = 0 ⇔ x =
1

2
.

Znale¹li±my wi¦c punkt, w którym pochodna naszej funkcji si¦ zeruje. Jest tylko jeden
taki punkt, x = 1

2
i ten punkt te» musimy rozwa»y¢. Obliczamy wi¦c i porównujemy

warto±ci funkcji w punktach −5, 5, 1 i 1
2
:

f(−5) = 6 + 25 = 31, f(5) = 4 + 25 = 29, f(1) = 1, f
(1

2

)
=

1

2
+

1

4
=

3

4
.

Wiemy ju» wszystko: warto±¢ najwi¦ksza wynosi 31 i jest przyj¦ta w lewym ko«cu prze-
dziaªu, a warto±¢ najmniejsza wynosi 3

4
i przyj¦ta jest w jedynym punkcie krytycznym

x = 1
2
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:
∫

dx

1 + 3
√

x + 1
.

Rozwi¡zanie: Spróbujmy podstawienie t = 1 + 3
√

x + 1. Mamy
∫

dx

1 + 3
√

x + 1
=

{
t=1+ 3√x+1
x=(t−1)3−1

dx
dt

= 3(t− 1)2

}
=

∫
3(t− 1)2

t
dt

=

∫
(3t− 6 +

3

t
) dt

=
3

2
t2 − 6 t + 3 log(|t|)

=
3

2
(1 + 3

√
x + 1)2 − 6 (1 + 3

√
x + 1) + 3 log(1 + 3

√
x + 1)
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Sprawd¹, »e podana caªka niewªa±ciwa jest zbie»na, i oblicz j¡:
∫ ∞

−∞
e−|x| dx.

Rozwi¡zanie: Rozwa»amy oddzielnie dwie caªki niewªa±ciwe:
∫ 0

−∞
e−|x| dx oraz

∫ ∞

0

e−|x| dx

Pierwsza caªka:

lim
M→−∞

∫ 0

M

e−|x| dx = lim
M→−∞

∫ 0

M

ex dx = lim
M→−∞

ex|0M = lim
M→−∞

(e0 − eM) = 1.

Caªka ta jest wi¦c zbie»na, i jest równa 1. Teraz druga caªka:

lim
M→∞

∫ M

0

e−|x| dx = lim
M→∞

∫ M

0

e−x dx = lim
M→∞

−e−x
∣∣M
0

= lim
M→∞

(−e−M + e0) = 1.

Ta caªka jest równie» zbie»na (nic w tym dziwnego, skoro funkcja jest parzysta), i te»
równa 1. Z de�nicji mamy wi¦c:∫ ∞

−∞
e−|x| dx = 1 + 1 = 2.
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