
Kolokwium 3

13.01.12

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
dx

2 + 3
√
x− 1

.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez podstawienie:

∫
dx

2 + 3
√
x− 1

=


y=2+ 3√x−1

dy= 1
3

1

(x−1)
2
3

dx

3(y−2)2 dy=dx


=

∫
3 (y − 2)2

y
dy

=

∫
3 y2 − 12 y + 12 y

y
dy

= 3

∫
y dy − 12

∫
dy + 12

∫
gy

y

=
3

2
y2 − 12 y + 12 log |y|+ C

=
3

2
(2 + 3

√
x− 1)2 − 12 (2 + 3

√
x− 1) + 12 log |2 + 3

√
x− 1|+ C.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Oblicz dªugo±¢ krzywej, b¦d¡cej wykresem podanej funkcji na podanym prze-

dziale:

f(x) = x
3
2 , [0, 4

3
].

Rozwi¡zanie: Obliczamy pochodn¡:

f ′(x) = 3
2
x

1
2 ⇒

√
1 + f ′(x)2 =

√
1 + 9

4
x.

Wstawiamy do wzoru i caªkujemy przez podstawienie:

L =

∫ 4
3

0

√
1 + 9

4
x dx =

{
y = 1 + 9

4
x

dy = 9
4
dx

}
=

4

9

∫ 4

1

√
y dy

=
4

9

2

3
y

3
2

∣∣∣4
1
=

8

27
(8− 1) =

56

27
.

2



Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
ex − 1

ex + 1
dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez podstawienie:∫
ex − 1

ex + 1
dx =


y=ex

dy=exdx

dy=y dx
dy
y
=dx

 =

∫
y − 1

y + 1

dy

y
.

Rozkªadamy funkcj¦ podcaªkow¡ na 2 uªamki proste:

y − 1

y(y + 1)
=

A

y
+

B

y + 1
=

(A+B) y + A

y(y + 1)
,

sk¡d A = −1, B = 2, czyli∫
y − 1

y + 1

dy

y
= −

∫
dy

y
+ 2

∫
dy

y + 1
= − log |y|+ 2 log |y + 1|+ C

= − log ex + 2 log(ex + 1) + C = −x+ 2 log(ex + 1) + C.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
(2 +

√
x)( 3

√
x− x+ 1) dx.

Rozwi¡zanie:∫
(2 +

√
x)( 3

√
x− x+ 1) dx =

∫ (
2 3
√
x− 2 x+ 2 +

√
x 3
√
x−

√
xx+

√
x
)
dx

=

∫ (
2x

1
3 − 2 x+ 2 + x

5
6 − x

3
2 + x

1
2

)
dx

= 2
3

4
x

4
3 − x2 + 2 x+

6

11
x

11
6 − 2

5
x

5
2 +

2

3
x

3
2 + C.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Oblicz obj¦to±¢ bryªy powstaªej przez obrót obszaru pod wykresem funkcji

f(x) = cosx, x ∈ [−π
2
, π
2
]

wokóª osi OX.

Rozwi¡zanie: Podstawiamy do wzoru:

V = π

∫ π
2

−π
2

cos2 x dx

= π

∫ π
2

−π
2

cos 2x+ 1

2
dx

= π
(sin 2x

4
+

x

2

)∣∣∣π2
−π

2

= π
(π
4
−
(
− π

4

))
=

π2

2
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
x cos(2x+ 1) dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez cz¦±ci:∫
x cos(2x+ 1) dx =

∫
x
(sin(2x+ 1)

2

)′
dx

=
x sin(2x+ 1)

2
+

cos(2x+ 1)

4
+ C.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej i oblicz j¡, je»eli istnieje:∫ ∞

2

dx

x (log x)2
.

Rozwi¡zanie: Funkcja podcaªkowa jest ci¡gªa na [2,∞), czyli niewªa±ciwo±¢ caªki wynika
tylko z niesko«czonego przedziaªu caªkowania. Badamy wi¦c caªki∫ M

2

dx

x (log x)2
.

Stosujemy podstawienie∫ M

2

dx

x (log x)2
=

{
y = log x

dy = 1
x
dx

}
=

∫ logM

log 2

dy

y2

= − 1

y

∣∣∣logM
log 2

=
1

log 2
− 1

logM

M→∞−−−−→ 1

log 2
.

Caªka niewªa±ciwa jest wi¦c zbie»na i wynosi 1
log 2

.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
x+ 3

x2 + 6 x− 2
dx.

Rozwi¡zanie:∫
x+ 3

x2 + 6 x− 2
dx =

1

2

∫
2x+ 6

x2 + 6 x− 2
dx =

{
y = x2 + 6 x− 2

dy = (2 x+ 6) dx

}
=

1

2

∫
dy

y

=
1

2
log |y|+ C =

1

2
log |x2 + 6 x− 2|+ C.
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