Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 3
10.01.14

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Dla jakich wartosci parametrow a i b funkcja sklejona

ar cx <=7,
flx)=qcos(z) =T <az<T,
ar+b i <x

jest ciagta?

Rozwigzanie: Funkcja jest ciagta we wszystkich punktach poza, by¢ moze, punktami

sklejenia, gdyz jest tam albo wielomianem albo cosinusem. Sprawdzmy granice jedno-
stronne w punktach sklejenia.

lim f(z)= lim az = —ﬂ,
z——T~ T—>—7 4
lim f(z)= lim cosx = i
m—)—%+ T——7 \/§
Jezeli granice maja by¢ rowne, to
ar 1 4 2V/2
SRy, i ey et

1
lim f(r) = lim cosx =

J
=7 Ty \/§

22
lim f(x):n@awbz%wz—ifmz—

b.
T 4 +

Sl

Jezeli granice maja by¢ rowne, to
1 1
——=——+b = b=V2
V2 V2

Odp.: a = —%ﬁ, b=+2.
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Zadanie 2. Znajdz parametr a dla ktérego podana funkcja sklejona
1l—azx :2<0,
x) = .
f(@) {62 x>0
jest rozniczkowalna w 0. Przy tak dobranym a oblicz f'(0).

Rozwigzanie: Zbadajmy granice jednostronne ilorazow réznicowych:

— f(0 l1—az—1 -
lim M:limL:hm ax:—a,
x—0— xT z—0 x z—0 I
. fl@) = f0) ez : _z

l = l = O d = 2

lim " lim — g'(0), gdzie g(z) = ez,
czyli ¢'(0) = —%e‘g = —1. Granice jednostronne sa wiec rowne (czyli granica istnieje)
jezeli —% =—a = a= % Granica ta, czyli f'(0) jest rowna —%.
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Zadanie 3. Znajdz promien podstawy cylindra o podstawie bedacej kolem, o ustalo-
nej objetosci V' ktorego pole powierzchni (powierzchnia boczna, denko i wieczko) jest
najmniejsze.

Rozwigzanie: Objetoé¢ cylindra to mR?*H, gdzie R to promiefi podstawy, a H to
wysokos¢é. Mamy wiec

v
RP-H=V = H=—.
i TR?

Pole powierzchni to 2 R? (denko i wieczko) plus 2R - H (powierzchnia boczna):

V 2V
P=2rR*+27R-H =2nR*+ 2rR—; = 2nR* + —.
T R? R
Pytanie wiec brzmi: dla jakiej wartosci R pole P przyjmuje najmniejsza wartos¢. Szukamy
minimum funkcji

2
f(R) =27 R* + EV.

Obliczamy pochodna:

2V 2 , [V
Pochodna zeruje sie tylko w jednym punkcie, R = ¢/ %, przy czym na lewo od tego punktu

jest ujemna, a na prawo dodatnia. Funkcja f maleje wiec na (0, {/ %), a nastepnie ro$nie

v

na ({/5=,400). Przyjmuje wiec najmniejsza wartos¢ w punkcie R = ¢/~
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Zadanie 4. Oblicz granice
lim logzlog(x — 1).
z—1+
Rozwigzanie: Gdy x — 17 jest to wyrazenie nieoznaczone postaci 0o-0. Przeksztalcamy

je do postaci 3 i stosujemy (dwukrotnie) regute de I'Hospitala:

. . log(z —1)
lim 1 1 —1)= lim ———=
oy togrlogle = 1) = i, =1
1 - 1)
de TH — lim 28—V
r—1t (L)
logx
1
= lim —=2=!
-1 1
z—1t long ;
. —xlog’x
= lim ———

=1+ x—1
—log*z — 22log ZB%

de 'H = lim

r—1t 1

= lim —log’z — 2logx
r—1t

=0.
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Zadanie 5. Udowodnij, ze dla dowolnego x > 0 zachodzi:

log(z +1) < x.
Rozwigzanie: Rozwazmy funkcje
f(z) =z —log(x + 1), x> 0.
Mamy f(0) =01

1

!

fix)=1 a:—|—1>0’ x> 0.
Biorac dowolne x > 0 i stosujac wzor Cauchy’ego dla przedziatu [0, z| istnieje ¢ € (0, x)
takie, ze

J@) =IO gy L

x c+1

czyli

1
f(x)z(l—c_i_—1>-a:>0, gdyz ¢ > 0.

Tak wiec dla kazdego = > 0 mamy f(z) > 0 = log(z + 1) < .
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Zadanie 6. Znajdz punkty przegiecia funkcji:

f(x) =z -sin(log z).

Rozwigzanie: Dziedzing funkcji jest (0,00) i funkcja jest wszedzie na swojej dziedzinie
2-krotnie rozniczkowalna. Policzmy 2 pochodna:

1
f'(x) = sin(log z) + x cos(log x) - —
T
= sin(log x) + cos(log z)
1 1
f"(z) = cos(log x) - o sin(log ) - -

= (cos(log z) — sin(log z)) - i

Interesuje nas znak tego wyrazenia, wiec mozemy pomina¢ x, ktore jest dodatnie. Mamy

1
cos(t) > sin(t) fe ( - Zﬂ', 1 7r) + 2k,

1
cos(t) < sin(¢) fe (Z T, ZTF) + 2k

f" zmienia wiec znak w punktach x takich, ze logz = iﬂ + 2k oraz logx = 277 + 2k,

czyli logx = %‘77 + km. Ostatecznie wiec punkty przegiecia to x = e(’”i)”, k € Z.
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Zadanie 7. Znajdz punkty rozniczkowalnosci i oblicz pochodna funkcji:

f(z) = log(log*(log” z)).

Rozwigzanie: Funkcja ta jest zlozeniem funkcji rozniczkowalnych, wiec jest réznicz-
kowalna na catej swojej dziedzinie. Jaka jest ta dziedzina? Po pierwsze, zewnetrzny
logarytm wymaga

log®(log®z) >0 < log*(log’2) #0 < log’z #1 < logr #1 & z #e.
Dodatkowo ,$rodkowy” logarytm wymaga
logz>0 & logz>0 & x> 1.
Wewnetrzny logarytm wymaga z > 0, wiec podsumowujac
Dy =(1,e) U (e, +00).
f jest rozniczkowalna w kazdym punkcie Dy.

2) 1 6 log(log® ) log® =

= 2 log(log’ z) - -3log’x - — = .
log®(log® z) gllog") log® = &y log®(log®) -log’ = - =




