
Zadanie 1. Obli
z grani
�
lim

x→−∞

x√
x2 + 1Rozwi¡zanie: Obli
zamy grani
� w −∞, wi�
 mo»emy zaªo»y¢ x < 0.Wtedy |x| = −x, i mamy

x√
x2 + 1

=
x

|x|
√

1 + 1
x
2

= −1 · 1
√

1 + 1
x
2

x→−∞−−−−→ −1.

1



2Zadanie 2. Obli
z po
hodn¡ funk
ji f(x). Jaka jest dziedzina po-
hodnej?
f(x) =

1 − x3

1 + x3Rozwi¡zanie: Li
znik i mianownik s¡ ró»ni
zkowalne, wi�
 dziedzinapo
hodnej to 
aªa prosta z wyj¡tkiem punktów, gdzie mianownik jest
= 0, 
zyli x = −1. Mo»emy skorzysta¢ ze wzoru na ró»ni
zkowanieilorazu. Dla x 6= −1 mamy

f ′(x) =
−3x2(1 + x3) − (1 − x3) 3 x2

(1 + x3)2

=
−3 x5 − 3 x2 − 3 x2 + 3 x5

(1 + x3)2

=
−6 x2

(1 + x3)2
.



3Zadanie 3. Obli
z po
hodn¡ funk
ji f(x). Jaka jest dziedzina po-
hodnej?
f(x) = 23xRozwi¡zanie: Korzystamy ze wzoru na ró»ni
zkowanie funk
ji zªo»o-nej

f ′(x) = 23x · log 2 · 3x · log 3.



4Zadanie 4. Dobra¢ staªe a, b tak, aby podana funk
ja byªa 
i¡gªa.
f(x) =

{

b x + 3 x < 1,

2 x2 + x + a x ≥ 1Rozwi¡zanie: Mamy:
lim

x→1−
f(x) = lim

x→1−
(b x + 3) = b + 3,

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(2 x2 + x + a) = 2 + 1 + a = 3 + a,
zyli je»eli f(x) ma by¢ 
i¡gªa w 1 to musimy mie¢ a = b, na przykªad
a = b = 0. O
zywi±
ie f(x) jest 
i¡gªa we wszystki
h inny
h punkta
h.



5Zadanie 5. Obli
z grani
�
lim
x→0

ex − 1 − x

x2Rozwi¡zanie: Stosujemy reguª� de l'H�spitala dwukrotnie:
lim
x→0

ex − 1 − x

x2
= lim

x→0

ex − 1

2x
= lim

x→0

ex

2
=

1

2
.



6Zadanie 6. Obli
z po
hodn¡ trze
iego rz�du funk
ji f(x).
f(x) = (1 + 2x)32Rozwi¡zanie:

f ′′′(x) =
(

32 (1 + 2x)31 · 2
)

′′

=
(

32 · 31 · (1 + 2x)30 · 2 · 2
)

′

= 32 · 31 · 30 · (1 + 2x)29 · 2 · 2 · 2
= 238080 · (1 + 2x)29.



7Zadanie 7. Dobierz staªe a, b tak, aby podana funk
ja byªa 
i¡gªa.
f(x) =







b x x < π,
sin x

a x
x ≥ πRozwi¡zanie:

lim
x→π

−

f(x) = lim
x→π

−

b x = b π, lim
x→π

+
f(x) = lim

x→π
+

sin x

a x
=

0

a π
= 0.Widzimy wi�
, »e musi by¢ b = 0, natomiast a mo»e by¢ dowolne 6= 0.



8Zadanie 8. Znajd¹ punkty przegi�
ia i przedziaªy wypukªo±
i funk
ji
f(x) = x3 + 2x2 + 3x + 4Rozwi¡zanie:

f ′′(x) = 3 · 2 · x + 2 · 2 = 6 x + 4.Mamy wi�
 f ′′(x) > 0 dla x > −2
3
i f ′′(x) < 0 dla x < −2

3
. Funk
ja jestwi�
 wypukªa na (−2

3
,∞), wkl�sªa na (−∞,−2

3
), i ma punkt przegi�
iaw −2

3
.



9Zadanie 9. Obli
z po
hodn¡ funk
ji f(x)

f(x) = e−x
2

log xRozwi¡zanie:
f ′(x) = e−x

2

(−2 x) log x + e−x
2 1

x
= e−x

2

(

−2 x log x +
1

x

)

.



10Zadanie 10. Wyprowad¹ wzór na po
hodn¡ rz�du n funk
ji f(x)

f(x) = x2 +
2

xRozwi¡zanie: Li
zymy kolejno, po 
zym wywnioskowujemy wzór ogólny
f ′(x) = 2 x − 2

x2
,

f ′′(x) = 2 +
2 · 2
x3

,

f ′′′(x) = (−1) · 2 · 2 · 3 · 1

x4
,

f (n)(x) = (−1)n · 2 · n! · 1

xn+1
, n ≥ 3.(1)Dowód wzoru ogólnego. Wzór zgadza si� z obli
zon¡ po
hodn¡ 3 rz�dudla n = 3, wi�
 wystar
zy wykona¢ krok induk
yjny. Ró»ni
zkujemypraw¡ stron� (1):

(

(−1)n · 2 · n! · 1

xn+1

)

′

= (−1)n · 2 · n! · (−(n + 1)) · 1

xn+2

= (−1)n+1 · 2 · (n + 1)! · 1

xn+2
.Ostatni wzór zgadza si� z praw¡ stron¡ (1) dla n + 1.


