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Zadanie 1. Udowodnij nierówno±ci:

x

1 + x
< log(1 + x) < x, dla x > 0.

Rozwi¡zanie: Lewa nierówno±¢: niech

F (x) = log(1 + x)− x

1 + x
.

Mamy F (0) = 0. Gdyby w jakim± punkcie x0 > 0 byªo F (x0) ≤ 0, to z twierdzenia o
warto±ci ±redniej w jakim± punkcie po±rednim 0 < c < x0 mieliby±my F ′(c) ≤ 0. Ale dla
x > 0 mamy

F ′(x) =
1

1 + x
− 1 + x− x

(1 + x)2
=

1 + x− 1

(1 + x)2
=

x

(1 + x)2
> 0.

W takim razie F musi by¢ ±ci±le dodatnia dla x > 0, a to jest dokªadnie lewa nierówno±¢.
Prawa nierówno±¢ podobnie: niech

F (x) = x− log(1 + x).

Znowu, F (0) = 0 i

F ′(x) = 1− 1

1 + x
=

1 + x− 1

1 + x
=

x

1 + x
> 0.

Konkluzja jest taka sama, dla x > 0 musi by¢ F (x) > 0, a to jest dokªadnie prawa
nierówno±¢.
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Zadanie 2. Wyznacz przedziaªy wypukªo±ci i punkty przegi¦cia funkcji:

f(x) = x e−2x.

Naszkicuj wykres funkcji.

Rozwi¡zanie: Funkcja jest dwukrotnie ró»niczkowalna:

f ′(x) = e−2x − 2x e−2x = e−2x (1− 2x),

f ′′(x) = −2 e−2x − 2 (1− 2x) e−2x = e−2x (−4 + 4x).

e−2x > 0, wi¦c znak f ′′ jest taki sam jak znak 4x−4. Mamy wi¦c, dla x < 1 f ′′ jest ujemne,
i f jest wkl¦sªa a dla x > 1 f ′′ jest dodatnia i f jest wypukªa. W konsekwencji x = 1
jest jedynym punktem przegi¦cia. Dla x → ∞ f(x) → 0, dla x → −∞ f(x) → −∞, oraz
f(0) = 0. Na (−∞, 1

2
) funkcja ro±nie, a na (1

2
,∞) maleje. �atwo naszkicowa¢ wykres.
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Zadanie 3. Znajd¹ granic¦:

lim
x→1

x
1

1−x .

Rozwi¡zanie: Piszemy:

x
1

1−x = elog x
1

1−x
= e

log x
1−x .

Korzystaj¡c z reguªy de l'Hospitala (wyra»enie jest postaci 0
0
w 1), mamy

lim
x→1

log x

1− x
= lim

x→1

1
x

−1
= −1.

Z ci¡gªo±ci ex mamy:

lim
x→1

x
1

1−x = lim
x→1

e
log x
1−x = elimx→1

log x
1−x = e−1.
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Zadanie 4. Rozwi« w szereg Maclaurina funkcj¦

f(x) = log(2− 3x+ x2).

Wyznacz promie« zbie»no±ci szeregu.

Rozwi¡zanie: Musimy policzy¢ f (n)(0). Mamy

f(x) = log(2− 3x+ x2) = log(x− 2)(x− 1) = log(x− 2) + log(x− 1)

f ′(x) =
1

x− 2
+

1

x− 1

f ′′(x) = (−1)
1

(x− 2)2
+ (−1)

1

(x− 1)2

f ′′′(x) =
(−1)(−2)

(x− 2)3
+

(−1)(−2)

(x− 1)3
.

Ogólnie, dla n ≥ 1

f (n)(x) = (−1)n−1(n− 1)!
(
(x− 2)−n + (x− 1)−n

)
f (n)(0) = (−1)n−1(n− 1)!

(
(−2)−n + (−1)−n

)
= −(n− 1)!

( 1

2n
+ 1

)
.

Szereg Maclaurina to:

log 2 +
∞∑
n=1

−(n− 1)!
(

1
2n

+ 1
)
xn

n!
= log 2 +

∞∑
n=1

−1

n

(
2−n + 1

)
xn.

Promie« zbie»no±ci:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ −1
n

(
2−n + 1

)
−1
n+1

(
2−n−1 + 1

)∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

n+ 1

n

2−n + 1

2−n−1 + 1
= 1.
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Zadanie 5. Oblicz obj¦to±¢ bryªy obrotowej powstaªej przez obrót obszaru ograniczonego
parabolami y = x2 i y =

√
x wokóª osi OX.

Rozwi¡zanie: Parabole przecinaj¡ si¦ w punktach (0, 0) i (1, 1). Dla 0 ≤ x ≤ 1 mamy√
x ≥ x2, wi¦c

V = π

∫ 1

0

(√
x
)2 − (

x2
)2

dx

= π

∫ 1

0

(x− x4) dx

= π
(x2

2
− x5

5

)∣∣∣1
0

= π
(1
2
− 1

5

)
=

3π

10
.
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Zadanie 6. Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej, i oblicz j¡, je»eli jest zbie»na:∫ ∞

1

dx

x
√
x− 1

.

Rozwi¡zanie: Caªka ma 2 niewªa±ciwo±ci, w 1 i w +∞, wi¦c rozbijamy j¡ na dwie caªki,
na przykªad w punkcie 2: ∫ ∞

1

=

∫ 2

1

+

∫ ∞

2

.

Sprawdzamy zbie»no±¢ pierwszej:∫ 2

1+ϵ

dx

x
√
x− 1

=

{
t =

√
x− 1

dt = 1
2
√
x−1

dx

}

=

∫ 1

√
ϵ

2 dt

t2 + 1

= 2 arctan t
∣∣∣1√

ϵ

= 2arctan 1− 2 arctan
√
ϵ.

Gdy ϵ → 0+, to arctan
√
ϵ → 0, wi¦c caªka jest zbie»na, i jest równa 2 arctan 1 = π

2
.

Sprawdzamy zbie»no±¢ drugiej caªki:∫ M

2

dx

x
√
x− 1

=

{
t =

√
x− 1

dt = 1
2
√
x−1

dx

}

=

∫ √
M−1

1

2 dt

t2 + 1

= 2 arctan t
∣∣∣√M−1

1

= 2arctan
√
M − 1− 2 arctan 1.

Gdy M → +∞ to arctan
√
M − 1 → π

2
. Caªka jest wi¦c zbie»na i jest równa π − π

2
= π

2
.

Ostatecznie ∫ ∞

1

dx

x
√
x− 1

=
π

2
+

π

2
= π.
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Zadanie 7. Wyznacz zbiór, na którym zbie»ny jest podany szereg funkcyjny, oraz sprawd¹,
czy zbie»no±¢ jest jednostajna:

∞∑
n=1

1√
n3 + x2

.

Rozwi¡zanie: Dla dowolnego x mamy:

1√
n3 + x2

≤ 1√
n3

=
1

n3/2
.

Z kryterium porównawczego szereg funkcyjny jest zbie»ny dla ka»dego x ∈ R, (bo
∑

1
n3/2

jest zbie»ny), a z kryterium Weierstrassa jest zbie»ny jednostajnie na caªej prostej.


