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Egzamin 1 termin

4.02.16

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Znajd¹ przedziaª zbie»no±ci szeregu pot¦gowego, i znajd¹ pochodn¡ funkcji
na tym przedziale, zde�niowanej przez ten szereg:

∞∑
n=0

(n+ 1)xn.

Rozwi¡zanie: Promie« zbie»no±ci znajdujemy ªatwo:

R = lim
n→∞

n+ 1

n+ 2
= 1.

Dalej, widzimy, »e
∞∑
n=0

(n+ 1)xn =
∞∑
n=0

(
xn+1

)′
=

∞∑
n=1

(
xn
)′
,

czyli jest to szereg
∑∞

1 xn zró»niczkowany wyraz za wyrazem. Z tw. o zbie»no±ci jedno-
stajnej szeregów potegowych wiemy, »e

∞∑
n=1

(
xn
)′

=

( ∞∑
n=1

xn

)′

=

(
x

1− x

)′

=

(
1

1− x
− 1

)′

=
1

(1− x)2
, |x| < 1.

Mamy wi¦c, dla |x| < 1 a wi¦c(
∞∑
n=0

(n+ 1)xn

)′

=

(
1

(1− x)2

)′

= (−2)
1

(1− x)3
(−1) =

2

(1− x)3
.
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Zadanie 2. Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej, i oblicz j¡, je»eli istnieje:∫ ∞

0

dx

e
√
x
.

Rozwi¡zanie: Jedyna niewªa±ciwo±¢ tej caªki to niesko«czony przedziaª caªkowania.
Niech wi¦c M > 0 b¦dzie dowolne, i liczymy:

∫ M

0

dx

e
√
x
=


t =

√
x

dt =
1

2

1√
x
dx

2tdt = dx


= 2

∫ √
M

0

e−t · t dt

= 2

∫ √
M

0

(
− e−t

)′
t dt

= −2e−t t

∣∣∣∣
√
M

0

+ 2

∫ √
M

0

e−t dt

= −2e−
√
M ·

√
M − 2e−t

∣∣∣∣
√
M

0

= −2e−
√
M
√
M − 2e−

√
M + 2

M→∞−→ 2,

gdy»

lim
M→∞

√
M

e
√
M

= lim
t→∞

t

et
= 0, lim

M→∞
e−

√
M = lim

t→∞
e−t = 0.
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Zadanie 3. Znajd¹ punkty przegi¦cia i przedziaªy wypukªo±ci funkcji:

f(x) = x e−x2

.

Rozwi¡zanie: Liczymy pochodne:

f ′(x) = e−x2 − 2x2e−x2

= e−x2

(1− 2x2),

f ′′(x) = −2xe−x2

(1− 2x2) + e−x2

(−4x) = e−x2

(−6x+ 4x3).

Szukamy punktów, w których f ′′ zmienia znak. e−x2
jest zawsze dodatnie, wi¦c wystarczy

zbada¢ znak (4x3 − 6x). Mamy:

(4x3 − 6x) = 4x
(
x2 − 3

2

)
= 4x

(
x−

√
3

2

)(
x+

√
3

2

)
.

Widzimy, »e wyra»enie to zmienia znak w 3 punktach: 0 i ±
√

3
2
. To s¡ punkty przegi¦cia,

a funkcja jest wypukªa w przedziaªach (−
√

3
2
, 0) oraz (

√
3
2
,∞) a wkl¦sªa w przedziaªach

(−∞,−
√

3
2
) oraz (0,

√
3
2
).
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Zadanie 4. Znajd¹ pole powierzchni bocznej bryªy obrotowej powstaªej przez obrót wy-
kresu funkcji

f(x) =
x2

4
− log x

2
, x ∈ [1, e],

wokóª osi OX.

Rozwi¡zanie: Obliczamy f ′(x) = x
2
− 1

2x
i podstawiamy do wzoru:

S = 2π

∫ e

1

f(x)
√

1 + f ′(x)2 dx

= 2π

∫ e

1

(
x2

4
− log x

2

)√
1 +

x2

4
− 1

2
+

1

4x2
dx

= 2π

∫ e

1

(
x2

4
− log x

2

)(
x

2
+

1

2x

)
dx

= 2π

∫ e

1

(
x3

8
+

x

8
− x log x

4
− log x

4x

)
dx.

Mamy: ∫ e

1

x3

8
dx =

x4

32

∣∣∣∣e
1

=
1

32
(e4 − 1),∫ e

1

x

8
dx =

x2

16

∣∣∣∣e
1

=
1

16
(e2 − 1),∫ e

1

x log x

4
dx =

1

8

∫ e

1

(x2)′ log x dx =
1

8
x2 log x

∣∣∣e
1
− 1

8

∫ e

1

x dx

=
e2

8
− 1

16
x2
∣∣∣e
1
=

e2

8
− e2

16
+

1

16
=

e2 + 1

16
,∫ e

1

log x

4x
dx =

{
t = log x

dt = 1
x
dx

}
=

1

4

∫ 1

0

t dt =
1

8
t2
∣∣∣1
0
=

1

8
.

W ko«cu:

S = 2π

(
1

32

(
e4 − 1

)
+

1

16

(
e2 − 1

)
− 1

16

(
e2 + 1

)
− 1

8

)
= 2π

( e4
32

− 1

32
− 1

16
− 1

16
− 1

8

)
=

π

16

(
e4 − 9

)
.
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Zadanie 5. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
ex

e3x − 1
dx.

Rozwi¡zanie: Najpierw podstawiamy:∫
ex

e3x − 1
dx =

{
t = ex

dt = exdx

}
=

∫
dt

t3 − 1
=

∫
dt

(t− 1)(t2 + t+ 1
.

Nast¦pnie rozwi¡zuj¡c prosty ukªad równa« znajdujemy rozkªad na uªamki proste:∫
dt

(t− 1)(t2 + t+ 1
=

1

3

∫
dt

t− 1
− 1

3

∫
t+ 2

t2 + t+ 1
dt,

i liczymy obie caªki:∫
dt

t− 1
= log |t− 1|+ C,∫

t+ 2

t2 + t+ 1
dt =

1

2

∫
2t+ 1 + 3

t2 + t+ 1
dt

=
1

2

∫
2t+ 1

t2 + t+ 1
dt+

3

2

∫
dt

(t+ 1
2
)2 + 3

4

=
1

2
log |t2 + t+ 1|+ 2

∫
dt

( 2√
3
t+ 1√

3
)2 + 1

=
1

2
log |t2 + t+ 1|+

√
3

∫
ds

s2 + 1
, s =

2√
3
t,

=
1

2
log |t2 + t+ 1|+

√
3 arctan

2√
3
t+ C.

Ostatecznie∫
ex

e3x − 1
dx =

1

3
log |t− 1| − 1

3

(1
2
log(t2 + t+ 1) +

√
3 arctan

2√
3
t
)
+ C

=
1

3
log |ex − 1| − 1

6
log(e2x + ex + 1)− 1√

3
arctan

2√
3
ex + C.
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Zadanie 6. Znajd¹ punkt przeci¦cia stycznych (wystarczy tylko wspóªrz¦dna x-owa tego
punktu) do wykresu funkcji f(x) = sinx w punktach:(π

4
,
1√
2

)
, oraz

(2π
3
,

√
3

2

)
.

Rozwi¡zanie: Równanie stycznej w punkcie (π
4
, 1√

2
) to

y =
1√
2

(
x− π

4

)
+

1√
2
=

1√
2
x+

1√
2

(
1− π

4

)
.

Równanie stycznej w punkcie (2π
3
,
√
3
2
) to

y = −1

2

(
x− 2π

3

)
+

√
3

2
= −1

2
x+

π

3
+

√
3

2
.

Przyrównujemy:

1√
2
x+

1√
2

(
1− π

4

)
= −1

2
x+

π

3
+

√
3

2

x
( 1√

2
+

1

2

)
=

π

3
+

√
3

2
+

π

4
√
2
− 1√

2

x(
√
2 + 1) = π

(2
3
+

1

2
√
2

)
+
√
3−

√
2

x =
π
(

2
3
+ 1

2
√
2

)
+
√
3−

√
2

√
2 + 1

.
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Zadanie 7. Znajd¹ szereg Maclaurina funkcji:

f(x) =
1− x

1 + x
.

Jaki jest jego promie« zbie»no±ci?
Rozwi¡zanie: Liczymy pochodne:

f(0) = 1,

f ′(x) =
−(1 + x)− (1− x)

(1 + x)2
=

−2

(1 + x)2
⇒ f ′(0) = −2,

f ′′(x) = (−2)(−2)
1

(1 + x)3
⇒ f ′′(0) = 4,

...

f (n)(x) = (−1)n · 2 · n! · 1

(1 + x)n+1
⇒ f (n)(0) = (−1)n · 2 · n!.

Ostatni wzór ªatwo zauwa»y¢ i ªatwo udowodni¢ indukcyjnie. Otrzymujemy wi¦c:

f(x) = 1 + 2
∞∑
n=1

(−1)n n!

n!
xn = 1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n xn.

Wspóªczynniki tego szeregu pot¦gowego to ±1, wi¦c ªatwo zauwa»amy, np. z kryt.
d'Alemberta, »e promie« zbie»no±ci to 1


