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Nazwisko i imie:
Zadanie 1. Oblicz granice ciagu:

sin(v/n? + 1) cos(vn? + 1)
n?+1 '

n —

Rozwigzanie: Mamy:

, sin(vn? 4+ 1) cos(vn? +1) 1
23 1) cos(Vi2+ )| <1 = |ag| = < ,
|sin(vn? +1) cos(vVn2+1)| < || o <

a wiec

<a, < —.
n2—|—1_a —n24+1

Korzystajac z twierdzenia o 3 ciagach, i z tego ze, oczywiscie, % — 0 otrzymujemy

n2+
lim a, = 0.

n—oo
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Zadanie 2. Zbadaj zbieznos¢ szeregu:

(o] 27L

Rozwigzanie: Korzystamy z kryterium d’Alemberta:

Unt1 ontl n2y/2n + 3»
(n (n+ 1)2y/2n+L 4 3ntt 2n
( n )2 24/(3)" +1
AN r
2
— — > 1.

V3

Korzystajac z kryterium widzimy wiec, ze szereg jest rozbiezny.
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Zadanie 3. Dla jakich wartosci parametréow a, b podana funkcja jest ciggta?

—T oz < —1
flx)=R2+ar—2* :—1<ax<2.
x+b o 2< .

Rozwigzanie: Obliczamy 4 granice jednostronne:

lim f(z)= lim (—z)=1,
T——1"

r——1"

. _ . . 2 _ o
zllr—%+ f(z) = ml}l_r;(? +ar—2°) =1-—a,
lim f(r) = lim (2 + az — 2°) = —2 + 2a,
T—27 T—27

;Ln& flz) = xlirgr(:v +b)=2+0.
Otrzymujemy wiec uktad 2 rownan, dajacych ciggtos¢ funkcji f w punktach sklejenia —1
i2:
1 =1-—a,
—242a = 2+5b.
7 pierwszego a = 0, a z drugiego b = —4. Ciaglos¢ poza punktami sklejenia wynika z
tego, ze sa to wielomiany.
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Zadanie 4. Oblicz granice:

. 6log(z+1)—6x+32%—223
lim -
z—0 x sin(z) — 22 cos(z)

Rozwigzanie: Iloraz
6 log(z +1) — 6z + 32% — 223
x sin(z) — 22 cos(z)

jest w 0 wyrazeniem nieoznaczonym 8. Zastosujemy wiec regule de 'Hopitala. Obliczamy
iloraz pochodnych:

(6 log(z +1) — 6z +32% —22°) %—6+6x—6x2
(x sin(x) — 22 cos(x))’  sin(x) — x cos(z) + 22 sin(x)’

To jest réwniez wyrazeniem nieoznaczonym g w 0. Rozniczkujemy ponownie:
(6 log(x+1) — 6z +322—22%)"  Grp +6—122

(x sin(x) — 22 cos(x))” 3z sin(z) + 22 cos(x)

0
0

W dalszym ciagu jest to wyrazenie nieoznaczone s w 0. Probujemy ponownie:

(6 log(x + 1) —6x + 322 — 223)” ﬁ—m

(x sin(z) — 22 cos(z))" 3 sin(z) + 5 cos(x) — a2 sin(z)’

Znowuz wyrazenie nieoznaczone % w 0. Probujemy ponownie:

—36

(6 log(z +1) — 62 +32% —22%)@ _ [
(x sin(z) — 22 cos(z))® 8 cos(z) — 7x sin(z) — 2 cos(x)
Ostatni utamek ma granice w 0 rowna _T% = —%. Otrzymujemy wiec, iterujac regute de

I’Hopitala 4-krotnie

. 6log(z+1)—6x+32%—223 9
lim - —
2—0 x sin(z) — 22 cos(x) 2

Jesli pamietamy rozwiniecia Taylora w 0 wystepujacych w utamku funkcji, to granice
otrzymamy natychmiast.
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Zadanie 5. Oblicz pochodna funkcji:

f(z) =2* Vo + 16"

Rozwigzanie: Rozniczkujemy iloczyn:

(@ Vr+1e") = (%) (Ve+1e) + (%) (Vo +1e")
=2zxvVr+1e€° +x( lez—i—(vfc‘i‘l)‘(em)l)

\/_

=2zvVr+1e® +x e ++vr+1e”
Vit <¢— Vitie)

=2xvVr+1le* 4+ —— z+1e”.
VA \/_ 22/
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Zadanie 6. Znajdz warto$ci najmniejsza i najwieksza podanej funkcji w podanym prze-
dziale:

f(x) = |z — 1] + 27, [—5,5].
Rozwigzanie: Warto$¢ najmniejsza i najwieksza moze by¢ przyjeta na koncach prze-
dzialu, w punktach nierézniczkowalnosci i w punktach w ktorych pochodna jest rowna

0. Musimy wiec rozwazy¢ punkty —5, 5 oraz 1. Sprawdzmy, gdzie zeruje sie pochodna.
Rozwazmy najpierw przedzial (1,5). W tym przedziale f(z) =z — 1+ 22, a wiec

1

fley=142z = f(x) :0(:)$:—§.

W tym przedziale nie ma wiec zer pochodnej. Rozwazmy teraz przedzial (—5,1). W tym
przedziale f(z) =1 — x + 2%, a wiec

fl@)=—-1+2c = fﬁﬁzO@x:%.

Znalezliémy wiec punkt, w ktérym pochodna naszej funkcji sie zeruje. Jest tylko jeden
taki punkt, z = % i ten punkt tez musimy rozwazy¢. Obliczamy wiec i poréwnujemy
wartosci funkcji w punktach —5, 5, 11 %:

F(=5)=6+25=31, f(5)=4+25=20,  f(1)=1, f@):1+1:§.

Wiemy juz wszystko: warto$¢ najwieksza wynosi 31 i jest przyjeta w lewym koncu prze-
dziallu, a warto$¢ najmniejsza wynosi % i przyjeta jest w jedynym punkcie krytycznym
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Zadanie 7. Oblicz calke nieoznaczona:

/ dx
1+ Vo2 +1

Rozwigzanie: Sprobujmy podstawienie t = 1 + /x + 1. Mamy
t=1+ Yz +1
/ dx _ r=(t—1)3—1 :/ 3(t —1)° g
1+ Jr+1 dr = 3(t — 1) t
3
—/(Bt—6+¥)dt

3
= 5152 — 6+ 3 log(|t])

3 3 3 3
:5(1+\/a:+1)2—6(1+\/:c+1)+3log(1+\/x+1)
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Zadanie 8. Sprawdz, ze podana calka niewlasciwa jest zbiezna, i oblicz ja:

/ e 17l da.

Rozwigzanie: Rozwazamy oddzielnie dwie catki niewtasciwe:

0 o)
/ e *lde  oraz / el dg
—00 0
Pierwsza calka:

0 0
lim el dy = lim e“dr= lim ¢}, = lim (&* —eM)=1.
M——o00 M M——oc0 M M——co M——oo
Calka ta jest wiec zbiezna, i jest rowna 1. Teraz druga catka:
M M

lim el dy = lim e %dr= lim —e

M . M
|0 = lim (—e ™™ +¢%) =1.
M—o0 0 M—o0 0 M—o0

0
Ta calka jest rowniez zbiezna (nic w tym dziwnego, skoro funkcja jest parzysta), i tez
rowna 1. Z definicji mamy wiec:

/ e lldr =141=2.

o0



