
Zadanie 1. Oblicz caªk¦ niewªa±ciw¡
∫ ∞

−∞

(arctan x)2

1 + x2
dx

Rozwi¡zanie: Obliczenie powy»szej caªki niewªa±ciwej sprowadza si¦
do obliczenia dwóch granic:

lim
M→∞

∫ M

0

(arctan x)2

1 + x2
dx oraz lim

M→∞

∫ 0

−M

(arctan x)2

1 + x2
dx.

Obliczmy najpierw caªk¦ nieoznaczon¡
∫

(arctan x)2

1 + x2
dx =

{
t = arctan x

dt = dx
1+x2

}
=

∫
t2 dt =

t3

3
=

arctan3 x

3
.

Wstawiamy to do wzoru, i otrzymujemy
∫ M

0

(arctan x)2

1 + x2
dx =

arctan3 x

3

∣∣∣∣
M

0

=
arctan3 M

3

M→∞−−−−→ π3

3 · 23
.

Podobnie post¦pujemy z drug¡ caªk¡, otrzymujemy, »e caªka niewªa-
±ciwa jest zbie»na, i ∫ ∞

−∞

(arctan x)2

1 + x2
dx =

π3

12

1



2

Zadanie 2. Obszar pod wykresem linii ªa«cuchowej

y =
ex + e−x

2
, −1 ≤ x ≤ 1,

obraca si¦ wokóª osi OX. Oblicz obj¦to±¢ powstaªej bryªy obrotowej.

Rozwi¡zanie: Jak pami¦tamy z wykªadu, obj¦to±¢ tej bryªy równa
si¦ caªce

V = π

∫ 1

−1

(ex + e−x)2

4
dx

= π

∫ 1

−1

e2x + 2 + e−2x

4
dx

= π

(
e2x

8
+

x

2
− e−2x

8

)∣∣∣∣
1

−1

= π

(
e2

8
+

1

2
− e−2

8
− e−2

8
− −1

2
+

e2

8

)

= π

(
e2

4
+ 1− e−2

4

)
.



3

Zadanie 3. Niech

f(x) =

{
1− x sin 1

x
: x 6= 0,

A : x = 0.

Dla jakiej warto±ci staªej A funkcja f(x) jest ci¡gªa?

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e skoro funkcja sin x jest ograniczona, to
−|x| ≤ x sin 1

x
≤ |x|,

a wi¦c
lim
x→0

x sin 1
x

= 0,

czyli
lim
x→0

f(x) = 1.

Widzimy wi¦c, »e funkcja f(x) jest ci¡gªa w zerze je»eli A = 1. W
innych punktach jest oczywi±cie ci¡gªa niezale»nie od warto±ci A.
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Zadanie 4. Znajd¹ warto±¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ danej funkcji na
podanym przedziale:

f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x + 1, [−10, 12].

Rozwi¡zanie: Liczymy pochodn¡ funkcji
f ′(x) = 6x2 + 6x− 12 = 6(x + 2)(x− 1).

Warto±ci najmniejsza i najwi¦ksza przyj¦te s¡ wi¦c w których± z punk-
tów −10, −2, 1 lub 12. Porównajmy wi¦c te warto±ci

f(−10) = −2000 + 300 + 120 + 1 = −1579,

f(−2) = −16 + 12 + 24 + 1 = 21,

f(1) = 2 + 3− 12 + 1 = −6,

f(12) = 1728 + 432− 144 + 1 = 3745.

Nie trzeba wielkiego wysiªku, »eby zauwa»y¢, »e najmniejsz¡ spo±ród
powy»szych warto±ci jest −1579 a najwi¦ksz¡ 3745.
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Zadanie 5. Prosta y = x jest styczna do paraboli y = x2 + bx + c w
punkcie (1, 1). Znajd¹ staªe b i c

Rozwi¡zanie: Je»eli parabola ma wogóle przechodzi¢ przez punkt
(1, 1), to

1 = 12 + b + c ⇒ b + c = 0 ⇒ c = −b.

Je»eli parabola ma by¢ dodatkowo styczna do danej prostej, to jej po-
chodna w tym punkcie musi by¢ równa wspóªczynnikowi kierunkowemu
prostej, czyli 1.

(x2 + bx− b)′ = 2x + b, dla x = 1 ⇒ 1 = 2 · 1 + b ⇒ b = −1.

Ostatecznie wi¦c b = −1 i c = 1.
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Zadanie 6. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

sin
(
(n + 1

n
)π

)

Rozwi¡zanie: Po pierwsze zauwa»my, »e sin(nπ + π
n
) = (−1)n sin(π

n
).

Po drugie zauwa»my, »e funkcja sin(x) jest rosn¡ca na [0, π
2
]. Mamy

wi¦c
m,n ≥ 2,m > n ⇒ π

m
< π

n
⇒ sin π

m
< sin π

n
.

Ci¡g
an = sin π

n

jest wi¦c malej¡cy (do zera) dla n ≥ 2, wi¦c szereg naprzemienny
∞∑

n=1

sin
(
(n + 1

n
)π

)
=

∞∑
n=1

(−1)n an

jest zbie»ny na mocy kryterium Leibniza.
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Zadanie 7. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡
∫

dx

x(x + 1)2
.

Rozwi¡zanie: Rozkªadamy funkcj¦ podcaªkow¡ na odpowiednie uªamki
proste:

1

x(x + 1)2
=

A

x
+

B

x + 1
+

C

(x + 1)2

=
A(x + 1)2 + Bx(x + 1) + Cx

x(x + 1)2

=
x2(A + B) + x(2A + B + C) + A

x(x + 1)2
.

�atwo rozwi¡zujemy to, i otrzymujemy A = 1, B = −1 i C = −1.
Mamy wi¦c

∫
dx

x(x + 1)2
=

∫ (
1

x
− 1

x + 1
− 1

(x + 1)2

)
dx =

= log |x| − log |x + 1|+ 1

x + 1
+ C.
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Zadanie 8. Znajd¹ granic¦

lim
x→0

tan x− sin x

x− sin x

Rozwi¡zanie: Stosujemy de l'Hôspitala dwukrotnie

lim
x→0

tan x− sin x

x− sin x
= lim

x→0

1
cos2 x

− cos x

1− cos x

= lim
x→0

−2
cos3 x

(− sin x) + sin x

sin x

= lim
x→0

(
2

cos3 x
+ 1

)

= 3



9

Zadanie 9. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡
∫

dx

ex + e−x

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez podstawienie
∫

dx

ex + e−x
=

{
t = ex

dt
t

= dx

}
=

∫
dt

(t + 1
t
)t

=

=

∫
dt

t2 + 1
= arctan t + C = arctan ex + C.


