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Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Znajdz warto$ci najmniejsza i najwiekszg podanej funkcji na podanym prze-
dziale:

fa) = Isina)| + 5, [0,2n].

Rozwiazanie: Te wartoSci moga by¢ przyjete na koncach przedziatu (0, 27), w punktach,
w ktorych f nie jest rozniczkowalna (czyli tam, gdzie sin = 0, czyli 7), lub w punktach
w ktorych f'(z) = 0. Mamy, dla « € (0,7): f(z) =sin(z) + 2/2 = f'(x) = cos(z) + 1/2,
czyli x = 27/3. Dla z € (m,27) f(x) = —sin(x) + /2 = f'(x) = —cos(x) + 1/2,
czyli © = 57/3. Obliczamy wartosci we wszystkich  podejrzanych” punktach: f(0) =
0, f(r) = 7/2, f(2m) = 7, f(27/3) = V/3/2 + 7/2, f(57/3) = V/3/2 + 57 /6. Widaé, ze
sposrod powyzszych wartosci najmniejsza to 0 (przyjeta w 0), a najwicksza to v/3/24-57/6
(przyjeta w 5m/3).
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Zadanie 2. Oblicz pole figury ograniczonej krzywymi:

Rozwigzanie: Wykresy y = &5 iy = ?% przecinaja sie w jedynym punkcie (1,1), wiec
figura znajduje sie powyzej przedziatu 1 < x < 2. Na tym przedziale 1/2% > 1/23, wiec
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Zadanie 3. Znajdz punkt przeciecia stycznych do wykresu funkcji f(x) = 23 odpowiednio
w punktach (—1,—-1)1 (2,8).

Rozwigzanie: Rownanie stycznej do wykresu funkeji w punkcie (g, yo) ma postac:
(¥ —y0) = f'(wo) (= — 20).

Mamy f'(—1) = 3(—=1)* = 3, f/(2) = 3 - 2% = 12. Styczne maja wiec rownania odpowied-
nio:

y+1=3(x+1) = y=3x+2,
y—8=12(x—2) = y= 12z — 16.
Podstawiajac otrzymujemy punkt przeciecia (z,y) = (2, 8).
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Zadanie 4. Oblicz catke nieoznaczona

/ dx
z (log® x4 1)’

(uwaga: log to logarytm naturalny).

Rozwigzanie: Podstawiamy:

/ dx _{tzlogx}_/ dt
z(log®z+1) \dt=2dzf | 3+1

Rozktadamy na utamki proste:
1 1 3 —t+2 1 1 1 2t-1

11
Brl G+t t+1 P—t+1 241 62 _t+1 282 _t41
Calkujemy:

dt
H—1:10g|t+1|:10g|10gx+1|,
2t —1 s=12 —t+1 ds
%= = [ — =log|s| = log(t*~t+1) = log(log® z—log z+1
/tz—t+1 {ds:Qt_ldt} . og |s| = log(t*—~t+1) = log(log® z—log x+1),

/ dt _/ 20-1 o [s=30-3) _i/ ds
2—t+1 (t—3)2+2 Y3 ds = dt 3) s2+1

2 arcta 2 arcta 2 <t 1) 2 arcta 2 (10 1)
= —arctans = — arctan —({ — = | = — arctan — T — = .
V3 V3 V3L 2/ 3 V3LEE T

Wstawiajac te 3 catki do rozktadu wyjsciowej catki otrzymujemy wynik.
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Zadanie 5. Niech funkcja f(x) bedzie dana wzorem

{62_1 cdlaxz#0

fl@) = -1 : dla z = 0.

Oblicz f'(0).

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze f jest ciagta w 0:

lim f(x) = lim ol (e_x)/(O) = —1= f(0).

z—0 x—0 x

Pamietamy, ze w tym przypadku (z de 'Hospitala) f'(0) jest rowna granicy lim, o f'(x)
(jezeli ta granica istnieje).

To jest % w x = 0, wiec

. —e~ 1
lim f'(z) 2" lim = lim = —.
z—0 z—0 2z =0 2 2
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Zadanie 6. Obszar pod wykresem funkeji

f(ZL’):\,g—JTZ, |$|§2,
obraca sie wokol osi OX. Oblicz pole powierzchni bocznej powstalej bryly obrotowe;j.

Rozwigzanie: Przypominamy odpowiedni wzor:
S —or / )T PR do
-2
Mamy f'(z) = —2/v9 — 22, wiec
Sz27r/2\/m 1+ v dx
-2

9 — z2

2

_27T/ V9 — 224/ ) dz
) 9 — 22
2

:67T/ dx
—2

=24 .
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Zadanie 7. Zbadaj zbieznos¢ catki niewtasciwej i oblicz ja, jezeli jest zbiezna:

o0
/ 22 e % dx.
0

Rozwigzanie: Funkcja podcatkowa jest ciagta na calej prostej, wiec niewtasciwosé catki
jest zwiazana wylacznie z nieskoriczonym przedziatem catkowania. Liczymy:

M M 6—23; /
/ e dr = / x3< > dx
0 0 -2

3,—2x  \f 3 M
+ —/ e dx
0
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- 1 *s x( 2 > du
0 _
—2M3 —3M%)e2M 3 M 3 M
= ( 1 Je - 1336_296 + Z/ e " dx
0 0
(—2M3 —3M? — 3M)e‘2M 3 oM
= — —€
4 8 0
_ (—4AMP —6M?* — 6M —3)e M 3
- 8 8

Pierwszy utamek ma granice gdy M — oo (np. z de I’'Hospitala), rowna 0, wiec catka

niewlasciwa istnieje, i
00 M 3
2e  dr = lim e ¥ dr ==,
0 M—o0 0 8



