
Zadanie 1. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡

∫
x3 + x− 1

(x2 + 2)2
dx.

Rozwi¡zanie. Funkcja podcaªkowa to funkcja wymierna, przy czym
stopie« licznika jest ni»szy od stopnia mianownika. Wiemy, »e funkcja
taka rozkªada si¦ na uªamki proste postaci

x3 + x− 1

(x2 + 2)2
=

Ax + B

x2 + 2
+

Cx + D

(x2 + 2)2
.

porównuj¡c obie strony otrzymujemy A = 1, B = 0, C = D = −1.
Mamy wi¦c

∫
x3 + x− 1

(x2 + 2)2
dx =

∫
x

x2 + 2
dx−

∫
x

(x2 + 2)2
dx−

∫
dx

(x2 + 2)2
.

W pierwszej i drugiej caªce robimy podstawienie x2 + 2 = t, wtedy
x dx = dt

2
, a wi¦c

∫
x

x2 + 2
dx−

∫
x

(x2 + 2)2
dx =

1

2

∫
dt

t
− 1

2

∫
dt

t2

=
1

2
log |t|+ 1

2

1

t
+ C

=
1

2
log(x2 + 2) +

1

2

1

x2 + 2
+ C.

Do ostatniej caªki stosujemy wzór rekurencyjny z wykªadu, który mo»emy
sobie równie» wyprowadzi¢:

∫
dx

(x2 + 2)
=

∫
x2 + 2

(x2 + 2)2
dx

=

∫
x2

(x2 + 2)2
dx + 2

∫
dx

(x2 + 2)2

=

∫
x

( −1
2

x2 + 2

)′
dx + 2

∫
dx

(x2 + 2)2

= − 1

2

x

x2 + 2
+

1

2

∫
1

x2 + 2
dx + 2

∫
dx

(x2 + 2)2
.

Rozwi¡zuj¡c powy»sze równanie, otrzymujemy wzór rekurencyjny
∫

dx

(x2 + 2)2
=

1

4

x

x2 + 2
+

1

4

∫
1

x2 + 2
dx.

1



2

Pozostaje ostatnia caªka, w której robimy podstawienie x =
√

2 t, czyli
dx =

√
2 dt, a wi¦c

∫
1

x2 + 2
dx =

√
2

∫
dt

2 t2 + 2
=

=
1√
2

arctan t + C =
1√
2

arctan

(
x√
2

)
+ C.

Pozostaje pozbiera¢ te wszystkie caªki.

Zadanie 2. Oblicz granic¦

lim
x→0+

(tan x)tan x.

Rozwi¡zanie. Wiemy, »e limx→0+ tan x = 0, przy czym dla 0 < x < π
2

mamy tan x > 0, wi¦c wystarczy obliczy¢ granic¦
lim

x→0+
xx.

Ta granica byªa obliczona w klasie, i wiemy, »e wynosi ona 1. Nie
musimy tego pami¦ta¢, mo»emy te» zapisa¢ xx = ex log x, i obliczy¢
granic¦ korzystaj¡c z reguªy de l'Hôspitala, oraz z ci¡gªo±ci funkcji
wykªadniczej ex. Tak czy inaczej, otrzymujemy

lim
x→0+

(tan x)tan x = 1.
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Zadanie 3. Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej
∫ ∞

1

dx

x log x
.

Rozwi¡zanie. W powy»szej caªce wyst¦puj¡ dwie osobliwo±ci, jedna
ze wzgl¦du na niesko«czony przedziaª caªkowania, a druga ze wzgl¦du
na nieograniczono±¢ funkcji podcaªkowej w lewym ko«cu. Caªk¦ rozbi-
jamy wi¦c dowolnie na dwie caªki po dwóch podprzedziaªach, i spra-
wdzamy zbie»no±¢ ka»dej z caªek niewªa±ciwych z osobna:

∫ 2

1

dx

x log x
,

∫ ∞

2

dx

x log x
.

Obliczmy funkcj¦ pierwotn¡∫
dx

x log x
=

{
log x = t ⇒ dt =

dx

x

}
=

∫
dt

t
= log |t| = log | log x|.

Zauwa»my, »e funkcja pierwotna nie ma granicy ani gdy x → ∞, ani
gdy x → 0+. Wynika st¡d, obie powy»sze caªki niewªa±ciwe s¡ roz-
bie»ne. Na przykªad
∫ ∞

2

dx

x log x
= lim

M→∞

∫ M

2

dx

x log x
= lim

M→∞
(log | log M |−log | log 2|) = +∞.

Wystarczy, »e jedna z dwóch caªek niewªa±ciwych nie istnieje, wi¦c
caªka niewªa±ciwa ∫ ∞

1

dx

x log x
.

nie istnieje.
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Zadanie 4. Niech funkcja f(x) b¦dzie dana wzorem

f(x) =

{
e−x−1

x
: dla x 6= 0

−1 : dla x = 0.

Oblicz f ′(0).

Rozwi¡zanie. Skorzystamy z de�nicji pochodnej

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x

= lim
x→0

e−x−1
x

+ 1

x

= lim
x→0

e−x − 1 + x

x2

de l'H = lim
x→0

−e−x + 1

2 x

de l'H = lim
x→0

e−x

2

=
1

2
.

Pochodna w 0 istnieje wi¦c, i wynosi 1
2
.
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Zadanie 5. Oblicz caªk¦ oznaczon¡
∫ √

3
5

−
√

3
5

dx√
3− 5 x2

.

Rozwi¡zanie. Caªka jest niewªa±ciwa, ze wzgl¦du na nieograniczono±¢
funkcji podcaªkowej w obu ko«cach przedziaªu caªkowania. Obliczmy
najpierw funkcj¦ pierwotn¡∫

dx√
3− 5 x2

=
1√
3

∫
dx√

1− 5
3
x2

=
1√
3

∫
dx√

1− (√
5
3
x
)2

=

{√
5

3
x = t ⇒ dx =

√
3

5
dt

}

=
1√
3

√
3

5

∫
dt√

1− t2

=
1√
5

arcsin t + C

=
1√
5

arcsin

(√
5

3
x

)
+ C

Ostatni¡ caªk¦ mogliby±my sobie przypomnie¢ z wykªadu, albo mo»emy
te» zrobi¢ podstawienie t = sin s. Zauwa»my, »e funkcja pierwotna ma
granice w obu ko«cach przedziaªu caªkowania, wi¦c

∫ 0

−
√

3
5

dx√
3− 5 x2

= lim
ε→−

√
3
5

+

∫ 0

ε

dx√
3− 5 x2

=

= lim
ε→−

√
3
5

+

1√
5

(
arcsin

(√
5

3
0

)
− arcsin

(√
5

3
ε

))
=

=
1√
5

(
arcsin(0)− arcsin(−1)

)
=

1√
5

(
0 +

π

2

)
=

1√
5

π

2
.

Podobnie obliczamy drug¡ caªk¦ niewªa±ciw¡
∫ √

3
5

0

dx√
3− 5 x2

=
1√
5

π

2
,

i w ko«cu dodaj¡c obie caªki otrzymujemy
∫ √

3
5

−
√

3
5

dx√
3− 5 x2

=
π√
5
.


