Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 3
8.01.16

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Oblicz catke
3
/ T
V-1
Rozwigzanie: Caltkujemy przez podstawienie:
/ 3 t=x"—1
—dx =
Vaz—1 dt = 2zdx

1 [t 1

/\/dt+ /—dt
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Zadanie 2. Udowodnij oszacowanie:

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze przedzial catkowania ma dlugos¢ 3. Znajdzmy maksymalng
warto$¢ funkeji podcatkowej na [—1,2]. Funkcja jest parzysta, wiec wystarczy zbadaé ja
na [0,2]. Warto$¢ w 0 to 0, w 2 to 0,4, oraz

( x >/_x2+1—x(2x) 1—a?

2?41 @2+1)2  (2+1)2

Patrzac na znak licznika widzimy, ze w x = 1 jest maksimum, rowne % Mamy wiec

2
1 3

/ 2]1’\ dr <3 -=-=—.
L2+ 1 272

Wiemy, ze réownosé moze zajs¢ tylko w przypadku gdy funkcja podcatkowa (ktora jest
ciagla) jest stale rowna %, a wiemy, ze tak nie jest. Nierowno$c¢ jest wiec ostra.
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Zadanie 3. Oblicz dlugosé wykresu funkcji f(x) =logcosz, 0 <z <

Rozwigzanie: Mamy
b
:/ V1T F(@R de,

oraz f(x) = logcosx, f'(x) = —312  wiec

cosz’

/ / sm :1:
cos2
= \/ d
/0 COSQI' v
_/3I dr t =coszx
~Jo cosx | dt =—sinzdr
/ﬁ B s=1—1¢
L t/1—  |ds=-2tdt
1/é ds u=/s
o (

=5 AW 1
2 1—s)y/s du = 2—\/§ds
v du
)y 1—w?
Rozktadamy na utamki proste:
I 1 3 L
1—uw? (1I—-w(l+4+u) 1—-u 1+4+u

Czyli:

1 1
f 5 V2 5
/ du—l—/2 2y
0 ].+U

1
+§log|1+u|

L og)1 — ul
=——log|l—u
B g

0 0

:—%log<1—%>+%log(l+%>
1 V2+1
:510g<\/§j1>

=log\/3 +2V2.

~13
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Zadanie 4. Oblicz pole powierzchni powstatej przez obrot paraboli szesciennej
Sy—x?’:O, 0<z<1
wokot osi OX.
$3

Rozwigzanie: Mamy f(z) =y = %, oraz

b
S:27T/ flz)\/1+ f'(z)? dx,

wiec

Lgs t=1+24
S=2 —V1 Ydr =
7T/0 3 T {dt:4x3dx}
2

T Vidt

o
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Zadanie 5. Sprawdz, czy nastepujaca catka niewlasciwa jest zbiezna, i jezeli jest to ja
oblicz:
/ 23 e du.
0

Rozwigzanie: Wezmy dowolne M > 0:

/OMxSG_xdm:/OMm?’(—e_x)/da:

M !
:—M36_M—3M26_M+6/ x(—e‘x> dx
0

M M
+6/ e Tdx
0 0

=-—M}e™™M _3M?e™ —Gre™®

M
=—Me™M_3M>e™M_6Me™ —6e®

0
M—o0

= MM +3M*+6M+6)+6 — 6.

Ostatnia granica wynika z reguly de 'Hopitala.
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Zadanie 6. Oblicz calke:

e3
/ dx
. xy/1+logx
Rozwigzanie: Calkujemy przez podstawienie:

t=1+logx Ydt Vit

3
N dx
/1 zI+logr dt:% LoVt

T

4

=2(V4-V1)=2.

1
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7

Zadanie 7. Parabola y = % dzieli kolo 2? + y? = 8 na dwie czeéci. Oblicz pole gornej

czesci.
Rozwigzanie: Znajdzmy punkty przeciecia obu krzywych:

5:\/8—1‘2

4
%zS—xz
2t 42?2 —32 =

Niech t = z2:

2+ 4t—-32=0

4+ V167128
t = 26+ S 04 VIT3= 246

Interesuje nas ¢t > 0, wiec t =4 a wiec v = £2.

2

2 22 2 72
S:/ (\/8—x2—5>d:v:/ V8 —z2dr — — dx.
—2

—92 -2 2

Obie calki liczymy osobno:

2 r =+/8sint
V8 —x2dx =
/_2 e {da::\/gcostdt

= /4 V8 costV/Scostdt

=8 cos tdt

Il
o0

/Z coth—i—l
(stt t)'

<+W+1+U
4 8 4 8
T+ 4.

ISH

I
o0

I
a3

8
2



Albo (jesli ktos lubi inaczej):

2 2 8—1'2
V8 —x2dx = ——dx
/2 72\/8—332

2 d.’]: 2 12
N R —
/2\/8—332 /2\/8—2172
1
V2 dx 2 /
=8 —+/ x (V8 —x2) dr
/;\}5\/1—5(32 _9 ( )

1 2 2
ﬁl +3:\/8—:1:22—/ V8 —z2dx
2

V2

2
:8-g+8—/ V8 — 22 dx
—2

= 8 arcsinx

2
:>/ V8 — x2dx = 2w + 4.
)

Druga calka:

2 .2 $3

D=2
9 2 6

2 1 8
= —(8+8)=—.
-2 6(+) 3

W koricu: <
S:2W+4—§:2ﬂ'+—.



