
Kolokwium 2

3.12.12

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu:

∞∑
n=1

(n+ 1)3

2n

Rozwi¡zanie: Stosujemy kryterium d'Alemberta:∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = (n+ 2)3

2n+1
· 2n

(n+ 1)3
=

1

2

(
n+ 2

n+ 1

)3

=
1

2

(
1 + 2

n

1 + 1
n

)3
n→∞−→ 1

2
.

Szereg jest wi¦c zbie»ny.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ granic¦:

lim
x→−1

(x+ 1) 4
√
1− x

x2 − 1
.

Rozwi¡zanie: Przeksztaªcamy wyra»enie:

(x+ 1) 4
√
1− x

x2 − 1
=

(x+ 1) 4
√
1− x

(x− 1)(x+ 1)
=

4
√
1− x

(x− 1)

x→−1−→
4
√
2

−2
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Zbadaj ci¡gªo±¢ w 0 funkcji:

f(x) =


sin |x|
x

: x ̸= 0,

1 : x = 0.

Rozwi¡zanie: Badamy granice jednostronne:

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

sinx

x
= 1 = f(0),

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

sin(−x)

x
= lim

x→0−

− sinx

x
= −1.

Funkcja nie jest wi¦c ci¡gªa w 0.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Zbadaj ci¡gªo±¢ funkcji:

f(x) =


−x− 1 : x < −1

x3 + 2x2 − x− 2 : −1 ≤ x < 2

−x+ 14 : 2 ≤ x.

Rozwi¡zanie: Sprawdzamy granice jednostronne w punktach sklejenia.

−1:

lim
x→−1−

f(x) = lim
x→−1−

(−x− 1) = 0,

lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

(x3 + 2x2 − x− 2) = 0 = f(−1).

Funkcja jest wi¦c ci¡gªa w x = −1.
2:

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

(x3 + 2x2 − x− 2) = 12,

lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

(−x+ 14) = 12 = f(2).

Funkcja jest wi¦c tak»e ci¡gªa w x = 2. Ci¡gªo±¢ w pozostaªych punktach wynika z

ci¡gªo±ci wielomianów.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Znajd¹ parametry a, b takie, »e nast¦puj¡ca funkcja jest ci¡gªa:

f(x) =


2x+ 5 : x ≤ −2

ax2 + bx+ 3 : −2 < x ≤ 1

x− 1 : 1 < x.

Rozwi¡zanie: Badamy granice jednostronne w punktach sklejenia.

−2:

lim
x→−2−

f(x) = lim
x→−2−

(2x+ 5) = 1 = f(−2),

lim
x→−2+

f(x) = lim
x→−2+

(ax2 + bx+ 3) = 4a− 2b+ 3.

Ci¡gªo±¢ w x = −2 jest wi¦c równowa»na z równaniem:

4a− 2b+ 3 = 1.

1:

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

(ax2 + bx+ 3) = a+ b+ 3 = f(1),

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(x− 1) = 0.

Ci¡gªo±¢ w x = 1 jest wi¦c równowa»na z kolejnym równaniem:

a+ b+ 3 = 0.

Rozwi¡zuj¡c te dwa równania otrzymujemy:

a = −4

3
, b = −5

3
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Wyznacz promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego:

∞∑
n=1

2n xn+2

n(n+ 1)(n+ 2)
.

Rozwi¡zanie: Korzystamy, na przykªad, z kryterium d'Alemberta:∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = 2n+1|x|n+3

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
· n(n+ 1)(n+ 2)

2n|x|n+2

= 2|x| · n

n+ 3

n→∞−→ 2|x|.

Promie« zbie»no±ci jest wi¦c równy R = 1
2
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Zbadaj czy nast¦puj¡cy szereg jest zbie»ny, i czy jest zbie»ny absolutnie:

∞∑
n=2

(−1)n√
n− 3

√
n
.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e wspóªczynniki

an =
1√

n− 3
√
n
=

1
3
√
n

1

( 6
√
n− 1)

tworz¡ ci¡g malej¡cy, zbie»ny do 0. Korzystaj¡c z kryterium Leibniza otrzymujemy, »e

szereg jest zbie»ny. Z drugiej strony∣∣∣∣ (−1)n√
n− 3

√
n

∣∣∣∣ = 1√
n− 3

√
n
>

1√
n
,

wi¦c korzystaj¡c z kryterium porównawczego widzimy, »e szereg warto±ci bezwzgl¦dnych

nie jest zbie»ny. Wyj±ciowy szereg nie jest wi¦c zbie»ny absolutnie.

7



Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Rozstrzygnij zbie»no±¢ szeregu:

∞∑
n=1

1 + n/2

2n2 + 3

Rozwi¡zanie: Pami¦tamy, »e dla du»ych n tylko wyrazy z najwi¦ksz¡ pot¦g¡ �si¦ licz¡�,

Podejrzewamy wi¦c, »e szereg jest rozbie»ny. Oszacujemy go wi¦c z doªu:

1 + n
2

2n2 + 3
≥

n
2

2n2 + 3
≥

n
2

2n2 + 3n2
=

1

10
· 1
n
.

Korzystaj¡c z kryterium porównawczego otrzymujemy, »e szereg istotnie jest rozbie»ny.
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