Pierwsza litera nazwiska

Egzamin koiicowy
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Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Udowodnij nieréwnog$ci:

H%<log(1+x)<x, dla z > 0.

Rozwigzanie: Lewa nier6wnosé¢: niech

F(z) =log(1+x) —

1+
Mamy F(0) = 0. Gdyby w jakim$ punkcie zo > 0 bylo F(xy) < 0, to z twierdzenia o
wartosci redniej w jakim$ punkcie posrednim 0 < ¢ < zp mielibysmy F’'(c) < 0. Ale dla
z > 0 mamy
1 1 — 1 —1
F(z) = e e L BN

1+z  (1+x)2 (1+z)? (1+z)?
W takim razie F' musi by¢ Scisle dodatnia dla x > 0, a to jest doktadnie lewa nieréwnosé.
Prawa nieré6wnos$é¢ podobnie: niech

F(z) =z —log(l + z).

Znowu, F(0) =01
1 _1—1—33—1_ T
142z 14z 14z

Konkluzja jest taka sama, dla © > 0 musi by¢ F(x) > 0, a to jest dokladnie prawa
nier6wnosc.

F'(z)=1 > 0.
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Zadanie 2. Wyznacz przedzialy wypuklosci i punkty przegiecia funkeji:

f(z) =ze 2.

Naszkicuj wykres funkcji.

Rozwigzanie: Funkcja jest dwukrotnie rézniczkowalna:

flx)=e® —2we ™ =e 2 (1 —22),

()= —2e 2 —2(1 —22) e = e 2 (—4 + 4x).
e~ > 0, wiec znak f” jest taki sam jak znak 4z —4. Mamy wiec, dla z < 1 f” jest ujemne,
i f jest wklesta a dla z > 1 f” jest dodatnia i f jest wypukla. W konsekwencji z = 1

jest jedynym punktem przegiecia. Dla © — oo f(z) — 0, dla x — —o0 f(x) — —o0, oraz
f(0) =0. Na (—o0, 3) funkcja roénie, a na (1, 00) maleje. Latwo naszkicowac wykres.
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Zadanie 3. Znajdz granice:

.1
lim 1=,
r—1
Rozwigzanie: Piszemy:
1
xﬁ = elogxm = 61105;"
Korzystajac z reguty de I'Hospitala (wyrazenie jest postaci % w 1), mamy
1
log =
lim = lim £+ = —1
r—1 1 — X r—1 —1
7 ciagglosci e* mamy:
. 1 . logz i g T _
limzTs = limet+ = Moot 15 = ¢!

rz—1 rz—1
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Zadanie 4. Rozwin w szereg Maclaurina funkcje
f(z) =1log(2 — 3z + 2?).
Wyznacz promient zbieznosci szeregu.
Rozwigzanie: Musimy policzy¢ f™(0). Mamy
f(z) =log(2 — 3z + 2?) = log(x — 2)(x — 1) = log(x — 2) + log(x — 1)

o) = —

x—2+x—1
1 _ (_ - . ;
1) = () g+ (U

moy_ (ED(=2)  (=D(=2)
@ =" T e
Ogolnie, dlan > 1

) = (1= (-2 - 1)
0 {7 ) (1),

Szereg Maclaurina to:

< (- 1)I(L n o _
log2+ Y n 1)'52"“)90 :10g2+271(2—"+1)x”.
n=1 n=1

!
Promiefi zbiezno$ci:
n+1 2"+1
im =
n—00 n 2_”_1 + 1
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Zadanie 5. Oblicz objetos¢ bryty obrotowej powstatej przez obrot obszaru ograniczonego
parabolami y = 2% i y = /7 wokot osi OX.

Rozwiazanie: Parabole przecinajg si¢ w punktach (0,0) i (1,1). Dla 0 < z < 1 mamy
VT > 2?, wiec
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Zadanie 6. Zbadaj zbieznos¢ catki niewtasciwej, i oblicz ja, jezeli jest zbiezna:
/ < dr
L e —1

Rozwigzanie: Catka ma 2 niewlasciwosci, w 11 w +00, wiec rozbijamy ja na dwie calki,

na przyktad w punkcie 2:
00 2 00
L=l=l
1 1 2

Sprawdzamy zbiezno$¢ pierwszej:

2 A {tzm}

1te TV — 1 B dtzw%dx
_/12ﬁ
NAaR!
= 2arctant '
\ﬁ

= 2arctan 1 — 2 arctan v/e.

s

Gdy € — 0%, to arctan /e — 0, wiec calka jest zbiezna, i jest rowna 2arctanl = %.

Sprawdzamy zbiezno$¢ drugiej caltki:

/M de ) t=vr—-1
2 I\/l’—l_ dt:ﬁdﬂf

/VM—I 2 dt
1 t2+1

VM —1
= 2arctan t‘
1
=2arctanvM —1—2arctan 1.

Gdy M — +oo to arctanv/ M — 1 — 7. Calka jest wigc zbiezna i jest réwna m — 5 =
Ostatecznie

SIE

=3 =T.

NN

/°° dx
1 zvr—1
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Zadanie 7. Wyznacz zbior, na ktérym zbiezny jest podany szereg funkcyjny, oraz sprawdz,
czy zbieznosé jest jednostajna:

> 1

Rozwiazanie: Dla dowolnego z mamy:
1 < 1
Vit Vo
Z kryterium poréwnawczego szereg funkcyjny jest zbiezny dla kazdego € R, (bo #
jest zbiezny), a z kryterium Weierstrassa jest zbiezny jednostajnie na calej prostej.




