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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Sprawd¹, czy nast¦puj¡cy szereg funkcyjny jest zbie»ny jednostajnie na caªej

prostej (−∞,∞):
∞∑
n=1

1
3
√
n4 + n2 + x2

.

Rozwi¡zanie: Dla ka»dego x ∈ (−∞,∞) mamy

1
3
√
n4 + n2 + x2

≤ 1
3
√
n4

=
1

n
4
3

,

a szereg o wyrazach 1
n4/3 jest zbie»ny. Z kryterium Weierstrassa nasz szereg jest zbie»ny

jednostajnie na (−∞,∞).
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej, a je»eli jest zbie»na, to j¡ oblicz:∫ ∞

1

e−
1
x

x2
dx.

Rozwi¡zanie: We¹my dowolne M > 1.∫ M

1

e−
1
x

x2
dx =

{
t = 1

x

dt = − 1
x2dx

}
= −

∫ 1
M

1

e−t dt

=

∫ 1

1
M

e−t dt = −e−t

∣∣∣∣1
1
M

= −e−1 + e−
1
M

M→∞−→ 1− 1

e
.

Caªka niewªa±ciwa jest wi¦c zbie»na, i jest równa 1− 1
e
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Oblicz dªugo±¢ wykresu funkcji:

f(x) =
1

3

√
(x− 2)3, x ∈ [2, 7].

Rozwi¡zanie: Mamy

f ′(x) =
1

3
· 3
2
· (x− 2)

1
2 =

1

2

√
x− 2,

a wi¦c

L =

∫ 7

2

√
1 + f ′(x)2 dx =

∫ 7

2

√
1 +

1

4
(x− 2) dx =

∫ 7

2

√
1

2
+

x

4
dx

=
1

2

∫ 7

2

√
2 + x dx =

1

2

∫ 9

4

√
x dx =

1

2

x
3
2

3
2

∣∣∣∣9
4

=
1

3

(
9

3
2 − 4

3
2

)
=

1

3
(33 − 23) =

1

3
(27− 8)

=
19

3
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Znajd¹ warto±ci najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ podanej funkcji na podanym prze-

dziale:

f(x) = |x+ 1|+ x2, [−2, 1].

Rozwi¡zanie: Sprawdzamy warto±ci na ko«cach i w punktach nieró»niczkowalno±ci.

f(−2) = 1 + 4 = 5, f(−1) = 1, f(1) = 3.

Sprawdzamy punkty krytyczne:

x ≤ −1 ⇒ f(x) = −x− 1 + x2 ⇒ f ′(x) = −1 + 2x.

Punkt krytyczny to x = 1
2
, który le»y poza rozpatrywanym zakresem.

x ≥ −1 ⇒ f(x) = x+ 1 + x2 ⇒ f ′(x) = 1 + 2x.

Punkt krytyczny to x = −1
2
, który wpada do rozpatrywanego zakresu.

f
(
− 1

2

)
=

∣∣∣1
2

∣∣∣+ (
− 1

2

)2

=
1

2
+

1

4
=

3

4
.

Warto±¢ najmniejsza to 3
4
, a najwi¦ksza to 5.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Oblicz caªk¦: ∫ 3π

0

| sin(x)| dx.

Rozwi¡zanie: Wiemy, »e sin x jest ≥ 0 w przedziaªach [0, π] i [2π, 3π], oraz ≤ 0 w

przedziale [π, 2π]. Mamy wi¦c∫ 3π

0

| sin(x)| dx =

∫ π

0

sin(x) dx−
∫ 2π

π

sin(x) dx+

∫ 3π

2π

sin(x) dx

= − cos(x)
∣∣∣π
0
+ cos(x)

∣∣∣2π
π

− cos(x)
∣∣∣3π
2π

= −(−1− 1) + 1− (−1)− (−1− 1)

= 6.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Oblicz granic¦ funkcji:

lim
x→∞

log(log x)

log x
.

Rozwi¡zanie: To jest wyra»enie postaci ∞
∞ w ∞, wi¦c stosujemy reguª¦ de l'Hôpitala:

lim
x→∞

log(log x)

log x
= lim

x→∞

1
log x

· 1
x

1
x

= lim
x→∞

1

log x

= 0.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Dobierz staªe a, b tak, aby funkcja:

f(x) =

{
x2 + ax+ b : x ≤ 1,

ex : x > 1

byªa ró»niczkowalna w 1. Ile wtedy wynosi f ′(1)?

Rozwi¡zanie: Po pierwsze funkcja musi by¢ ci¡gªa w 1, a wi¦c

f(1) = 1 + a+ b = e1 ⇒ 1 + a+ b = e.

Po drugie pochodne jednostronne musz¡ si¦ zgadza¢:

lim
h→0−

f(1 + h)− f(1)

h
= lim

h→0−

(1 + h)2 + a(1 + h) + b− 1− a− b

h

= lim
h→0−

2h+ h2 + ah

h
= 2 + a

lim
h→0+

f(1 + h)− f(1)

h
= lim

h→0+

e1+h − e

h
= e,

bo pochodna ex w 1 jest równa e. A wi¦c

2 + a = e ⇒ a = e− 2 ⇒ b = e− 1− a = e− 1− e+ 2 = 1.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Oblicz promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego

∞∑
n=1

x2n 3n+1

n2
.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z kryterium d'Alemberta. Ustalmy x, i obliczmy∣∣∣∣ x2(n+1)3n+1+1

(n+ 1)2
n2

x2n3n+1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ x2 · 3 · n2

(n+ 1)2

∣∣∣∣ = x2 · 3 ·
( n

n+ 1

)2

→ x2 · 3.

Wida¢ wi¦c, »e R = 1√
3
.
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