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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz caªk¦: ∫
dx

5x2 + 6
.

Rozwi¡zanie:∫
dx

5x2 + 6
=

∫
dx

6
(

5
6
x2 + 1

) =
1

6

∫
dx(

5
6
x2 + 1

) =


t =

√
5
6
x

dt =
√

5
6
dx

 =
1

6

√
6

5

∫
dt

t2 + 1

=
1

6

√
6

5
arctan t+ c =

1√
30

arctan

√
5

6
x+ c.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Oblicz caªk¦: ∫
sin

(1
x

) dx

x2
, x ̸= 0.

Rozwi¡zanie:∫
sin

(1
x

) dx

x2
=

{
t = 1

x

dt = − 1
x2 dx

}
= −

∫
sin t dt = cos t+ c = cos

(1
x

)
+ c.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Oblicz caªk¦: ∫
1 · arctanx dx.

Rozwi¡zanie:∫
1 · arctanx dx =

∫
x′ arctanx dx

= x arctanx−
∫

x
1

x2 + 1
dx

= x arctanx− 1

2

∫
2x dx

x2 + 1
=

{
t = x2 + 1

dt = 2x dx

}
= x arctanx− 1

2

∫
dt

t

= x arctanx− 1

2
log |t|+ c

= x arctanx− 1

2
log(x2 + 1) + c.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Oblicz granic¦:

lim
x→π

2

(
tanx− 1

1− sinx

)
.

Rozwi¡zanie: To jest wyra»enie postaci ∞−∞ w π
2
, wi¦c najpierw przeksztaªcamy je

do postaci 0
0
. a potem stosujemy reguª¦ de l'Hôpitala.

lim
x→π

2

(
tanx− 1

1− sinx

)
= lim

x→π
2

( sinx

cos x
− 1

1− sinx

)
= lim

x→π
2

sinx− sin2 x− cos x

cos x(1− sinx)

de l'H → = lim
x→π

2

cos x− 2 sin x cosx+ sin x

− sin x(1− sin x) + cos x(− cos x)
.

Licznik ma granic¦ 1, która jest ±ci±le dodatnia, a mianownik ma granic¦ 0, i w okolicy
π
2
jest ujemny. Ostatnia granica istnieje wi¦c jako granica niewªa±ciwa −∞. Wiemy, »e

reguª¦ de l'Hôpitala mo»na stosowa¢ do granic niewªa±ciwych. Mamy wi¦c

lim
x→π

2

(
tanx− 1

1− sinx

)
= −∞.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Oblicz granic¦:

lim
x→0

sin x− x cos x

sin3 x
.

Rozwi¡zanie: To jest wyra»enie nieoznaczone 0
0
w 0, wi¦c stosujemy de l'Hôpitala,

dwukrotnie:

lim
x→0

sin x− x cosx

sin3 x
= lim

x→0

cos x− cos x+ x sin x

3 sin2 x cos x

= lim
x→0

x

3 sinx cosx

= lim
x→0

1

3(cos2 x− sin2 x)

=
1

3
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ równanie asymptoty w +∞ (o ile asymptota istnieje) funkcji:

f(x) = x log
(
e+

2

x

)
.

Rozwi¡zanie: Sprawdzamy wspóªczynnik kierunkowy ewentualnej asymptoty:

lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞
log

(
e+

2

x

)
= log e = 1.

Teraz sprawdzamy granic¦

lim
x→∞

(f(x)− x) = lim
x→∞

x log
(
e+

2

x

)
− x

= lim
x→∞

x
(
log

(
e+

2

x

)
− 1

)
= lim

x→∞
x
(
log

(
e+

2

x

)
− log e

)
= lim

x→∞
x log

e+ 2
x

e

= lim
x→∞

x log
(
1 +

2

e x

)
= lim

x→∞

log
(
1 + 2

e x

)
1
x

de l'H → = lim
x→∞

1
1+ 2

e x

·
(
− 2

e x2

)
− 1

x2

= lim
x→∞

2
e

1 + 2
e x

=
2

e
.

Asymptota uko±na istnieje wi¦c, i jej równanie ma posta¢ y = x+ 2
e
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Znajd¹ warto±¢ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ nast¦puj¡cej funkcji w podanym
przedziale:

f(x) = sin 2x− x, x ∈
[
0,

π

2

]
.

Rozwi¡zanie: Sprawdzamy warto±ci funkcji na ko«cach przedziaªu: f(0) = 0, f(π
2
) =

−π
2
. Nast¦pnie szukamy punktów zerowych pochodnej.

f ′(x) = 2 cos 2x− 1,

a wi¦c pochodna znika w punkcie w którym

cos 2x =
1

2
⇔ 2x =

π

3
⇔ x =

π

6

f
(π
6

)
= sin 2 · π

6
− π

6
= sin

π

3
− π

6
> 0 ⇔

√
3

2
>

π

6
⇔ 3

√
3 > π ⇔ 27 > π2.

Ostatnia nierówno±¢ jest prawdziwa, bo π < 4 ⇒ π2 < 16. Warto±¢ najwi¦ksza funkcji to√
3
2
− π

6
, a warto±¢ najmniejsza to −π

2
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Dla podanej funkcji f oblicz f (6):

f(x) =
1√

2x+ 1
.

Rozwi¡zanie:

f(x) = (2x+ 1)−
1
2

f ′(x) =
(
− 1

2

)
(2x+ 1)−

3
2 · 2 = (−1)(2x+ 1)−

3
2

f ′′(x) = (−1) ·
(
− 3

2

)
(2x+ 1)−

5
2 · 2

= (−1) · (−3)(2x+ 1)−
5
2

= 3(2x+ 1)−
5
2 .

Wida¢ wi¦c, »e mo»na ªatwo udowodni¢ indukcyjnie, »e

f (n)(x) = (−1)n(2n− 1)!!(2x+ 1)−
2n+1

2

f (6)(x) = 11!!(2x+ 1)−
13
2 .
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