Zadanie 1. Oblicz catke oznaczona
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Rozwigzanie: Robimy podstawienie 22 =t = xdz = %dt, nastep-
nie catkujemy przez czesci, i obliczamy
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Zadanie 2. Zbadaj zbiezno$c¢ catki niewlasciwej, i jesli jest zbiezna to

ja oblicz
/OO dx
o242+ 1

Rozwiazanie: z° + 2r + 1 = (z + 1)2, czyli funkcja podcalkowa ma
,0s0bliwos¢” w punkcie —1 (a wiec na lewym koricu przedziatu catkowa-
nia). Czyli musimy rozpatrzy¢ osobno dwie calki niewlasciwe, na
przyktad rozdzielmy przedziat calkowania w punkcie 0:

/0 dx /°° dx
_— oraz _
L r24+2x+1 0 r24+2r+1

Kazda z powyzszych calek ma juz tylko jedna niewtasciwos$é, pier-
wsza ze wzgledu na to, ze funkcja podcatkowa jest nieograniczona przy
lewym koncu przedzialu, a druga ze wzgledu na nieskoriczony przedzial
catkowania. Rozpatrzmy zbiezno$¢ pierwszej z calek.
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Calka ta nie jest wiec zbiezna. W tej sytuacji zbieznos$¢ drugiej catki

nie ma znaczenia. Calka niewlasciwa

/oo dx
24+ 2x+1

nie jest zbiezna



Zadanie 3. Oblicz pochodna funkcji

fl@) = (z+ Vo) 2+ 2" (" +1).

Rozwigzanie: Regula Leibniza (rézniczkowanie iloczynu) daje nam:
(fgh) = f'gh+ fg'h + fgh'. Czyli:
f(x) = (x+va) 2+ 2% (a'/* + 1)+
+ (2 4+ V) (2 + 23 (@ + 1)+
+ (24 ve) 2+ 21 (a1 4 1Y

_ (1 4 %) (21 29) (24 4 1)+
L

T (2 +va) (% xm) (V4 1)
(x4 Va) 2+ 2/9) (1 L) |

4 ZE3/4

Wiele 0s6b po prostu wymnazato nawiasy, i rézniczkowato osobno 8
poteg z, i tak tez jest oczywiscie dobrze. Jeszcze inni stosowali wzor
f' = f(og f), co sprowadza sie w tym wypadku do reguly Leibniza.
Wszystkie sposoby liczenia pochodnej sa dozwolone, ale nie mozna robié¢
btedow.
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Zadanie 4. Oblicz catke nieoznaczona

1
——dx.
/ v+ 1
Rozwigzanie: Robimy podstawienie
1 dx
=Vr+1l = dy=—=dx = 2dy= L r=y?—1.
Y Y 2Vx +1 Y vo+1 Y

Po podstawieniu caltka przybiera postac
/ 1 / 2dy
————dr = [ —.
zvax + 1 y?—1

Funkcje podcatkows rozktadamy na utamki proste, i otrzymujemy

/Qdy _/ dy B dy
-1 ) y—1 y+1

=logly — 1| —log |y + 1| + C = log

ve+1-—1 e
vVe+1+1



Zadanie 5. Oblicz granice ciggu

_n2+2-1+n2+2-2 nz+2-3 n2+2-n
o3 4+1-1 2n34+2-2 2n3+3-3 o3 +n2’

Qn

Rozwigzanie: Korzystamy z twierdzenia o 3 ciggach. W powyzszej
sumie, jak tatwo zauwazy¢, jest n sktadnikow, a kazdy ze sktadnikow
tatwo oszacowaé z gory i z dotu:

n? 42 n%+2n
n———<a, <n———,
2n34+n2 — 7 7 2n3 41
nd+2n n3 + 2n?
~ a2 . 9 an_—7
2n3 4+ n? — 2n3 +1
1422 1+ 2
— <a, < =
24-5 2+g

Skrajne ciaggi maja wspo6lng granice %, a wiec, korzystajac z twierdzenia
o 3 ciagach

lim a, = =

n—oo
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Zadanie 6. Oblicz granice

Rozwigzanie: Wyrazenie sprowadzamy do wspo6lnego mianownika, i

zauwazamy, ze Jest wyrazeniem typu g w zerze:

1 1 sinx — x
r sinz rsinr

Stosujemy regute de I’'Hospitala dwukrotnie:

sinx —x . cosx — 1 ) —sinx
lm —=lim———— = lim - =0.
t—0 x SInx z—0sinx +xcosx z—0cosx + cosx — xrsinz




Zadanie 7. Znajdz warto$¢ najwieksza i najmniejsza funkcji f(z) w
przedziale [0, 27]

f(x) = |sinz| + %

Rozwigzanie: Wiemy, ze f(x) przyjmie swoje wartosci najwiekszg i
najmniejsza na koncach przedziatu, w punktach, w ktérych nie jest
rozniczkowalna, lub w takich punktach, w ktorych jest rozniczkowalna,
a jej pochodna jest rowna zero. Na przedziale (0, 7) funkcja dana jest
wzorem f(r) = sinz + 3, czyli jest rézniczkowalna, a na przedziale
(m,2m) wzorem f(x) = —sinz 4 §, wiec tez jest rozniczkowalna. Moze

RYSUNEK 1. Funkcja f(z) = |sinz| + § na [0, 27].

nie by¢ rozniczkowalna w 7, wiec ten punkt tez wezmiemy pod uwage.
Szukamy punktoéw xg, w ktérych pochodna jest rowna zero. Najpierw
rozpatrzmy przedzial (0, 7). Mamy

1 1 T T 27
/ = P - — = = — _ = —
f(x) =cosz + 5 = cos(zo) 5 = 29 5 + c ;
Podobnie na przedziale (m, 27):
1 1 37w 5w
f(x) = —cosx+§ = cos(zg) = 5 = 19 = 7+8 ==

Takie charakterystyczne warto$ci funkcji trygonometrycznych trzeba
pamieta¢. Funkcje sinus i cosinus przyjmuja wartos¢ j:% w odleglosci
5 od swojego przejScia przez zero. Mamy wigc 5 punktow, w ktorych
f(x) moZe przyjaj: swoje wartosci najmniejsza i najwieksza. Sa to
0, m, 2w, = oraz 5— Wystarczy obliczy¢ waroéci funkeji w tych punk-
tach, 1por0wnac.

V3T

f(0) =0, f(27r/3)_—+ flm) = \f 5

flom/3) = 42T

, f2m) =

e
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Juz na pierwszy rzut oka wida¢, ze najmniejsza z tych wartosci jest 0,
natomiast warto$¢ najwieksza to f(57/3) lub f(27). Pozostaje tylko
zauwazyc¢, ze pierwsza z tych wartosci jest wieksza:

V3 57 1,7 5-3
) 92 .
> +—6 >—2 +—6 =0,8+2,5=3,30>m

.. L e . . ¢§ 57
Najwicksza wartoscig jest wiec 52+

%5 Zawsze warto naszkicowa¢ wykre-
sik.

Zadanie 8. Rozstrzygnij zbiezno$¢ szeregu
$= ()
n=1 6

Rozwigzanie: Stosujemy kryterium d’Alemberta:

(3(7?411)). 6" (3((22)1!))! _
Grrt () g (et (2((3:)1!»!
BCE RCES RICES NSNS (N
6 (1+2)-(2+1)-(2+2) 6-4 24

Szereg jest wiec rozbiezny.



Zadanie 9. Oblicz caltke nieoznaczona

/9(:2 arctan x dz

Rozwigzanie: Calkujemy przez czesci, a nastepnie podstawiamy:

3 /
/:U2 arctanxdmz/(%) arctan x dz

x3 arctan x 1/ s 1 q
=~ - [ —dx
3 3 r? 41

d
{y:x2+1, :>7y:xdx, x2:y—1}
x3 arctan 1/(y—1)d
3 6

:x3arctanx_1/ 1_1 a
3 6 Y

2% arctanz  y

1
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3 6—|-60g|y\+0

x3 arctanz  x?+1
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— 1 241 .
3 5 +60g(a:+)—|—0




