
Kolokwium 2

9.12.11

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Prosta y = x jest styczna do krzywej y = x3 + ax2 + b w punkcie (2, 2).
Znajd¹ a i b.
Rozwi¡zanie: Wiemy, »e w punkcie styczno±ci warto±ci oraz pochodne obu funkcji musz¡

by¢ takie same, a wi¦c, po obliczeniu pochodnych, mamy dwa równania:

23 + 22 a+ b = 2,

3 · 22 + 2 · 2 · a = 1.

Otrzymali±my ukªad równa«

4 a+ b = −6,

4 a = −11.

Jak ªatwo sprawdzi¢ rozwi¡zaniem tego ukªadu s¡ liczby a = −11
4
oraz b = 5.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ warto±ci najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ podanej funkcji na podanym prze-
dziale:

f(x) = |x2 − 1| − 3 x, x ∈ [−2, 2].

Rozwi¡zanie: Funkcja f jest ró»niczkowalna wsz¦dzie poza punktami gdzie x2 = 1
czyli poza x = ±1. Warto±ci najwi¦ksz¡ oraz najmniejsz¡ przyjmie wi¦c na ko«cach
przedziaªu (x = ±2), w punktach nieró»niczkowalno±ci (x = ±1) lub w ewentualnych
zerach pochodnej. Musimy znale¹¢ zera pochodnej. W przypadku x2 > 1, czyli x ∈
(−2,−1) ∪ (1, 2) mamy

f(x) = x2 − 1− 3x ⇒ f ′(x) = 2x− 3.

W takim razie f ′(x) = 0 ⇒ 2 x−3 = 0 ⇒ x = 3
2
. Jest to kolejny punkt do sprawdzenia

pod k¡tem ewentualnej warto±ci najwi¦kszej lub najmniejszej. W przypadku x2 < 1, czyli
x ∈ (−1, 1) mamy

f(x) = −x2 + 1− 3x ⇒ f ′(x) = −2x− 3.

W takim razie f ′(x) = 0 ⇒ −2 x−3 = 0 ⇒ x = −3
2
. Ten punkt nie le»y w rozpatrywa-

nym przedziale, a wi¦c w przedziale (−1, 1) pochodna nie ma zer. Do porównania mamy
wi¦c warto±ci funkcji w punktach ±2 (ko«ce przedziaªu), ±1 (nieró»niczkowalno±¢) oraz
3
2
(punkt krytyczny).

f(−2) = 3 + 6 = 9, f(2) = 3− 6 = −3, f(−1) = 3,

f(1) = −3, f(3
2
) = 9

4
− 1− 9

2
= −13

4
< −3.

Widzimy wi¦c, »e warto±¢ najwi¦ksza to 9, a warto±¢ najmniejsza to −13
4
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Znajd¹ granic¦:

lim
x→0

x cosx− x

sinx− x
.

Rozwi¡zanie: Powy»sza granica to wyra»enie nieoznaczone postaci 0
0
, a wiec stosujemy

reguª¦ de l'Hôpitala:
(x cosx− x)′

(sinx− x)′
=

cos x− x sinx− 1

cosx− 1
.

Jest to znowu wyra»enie nieoznaczone postaci 0
0
, a wi¦c ponownie stosujemy reguª¦ de

l'Hôpitala:
(cosx− x sin x− 1)′

(cosx− 1)′
=

− sinx− sinx− x cos x

− sinx
.

Ponownie jest to wyra»enie nieoznaczone, ale nie musimy ju» stosowa¢ reguªy. Dzielimy
licznik i mianownik przez −x i otrzymujemy

− sin x− sin x− x cosx

− sin x
=

2 sinx
x

+ cos x
sinx
x

.

To ostatnie wyra»enie, gdy x → 0, ma granic¦ 2+1
1

= 3, czyli ostatecznie

lim
x→0

x cosx− x

sinx− x
= 3.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Rozstrzygnij, czy podany szereg jest zbie»ny:

∞∑
n=1

(−1)n√
n+ 2 log(2n)

.

Rozwi¡zanie: Zauwa»amy, »e ci¡g
√
n+ 2 log(2n) jest dodatni, rosn¡cy i rozbie»ny do

+∞, a wi¦c ci¡g 1√
n+2 log(2n)

jest dodatni, i malej¡cy do 0. Stosuj¡c kryterium Leibniza

dla szeregów naprzemiennych otrzymujemy, »e szereg jest zbie»ny.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Dobierz staªe a, b tak, aby podana funkcja byªa ró»niczkowalna w punkcie 1.

f(x) =

{
b x+ 3 ; x < 1,

2 x2 + x+ a ; x ≥ 1.

Rozwi¡zanie: Funkcja musi by¢ przede wszystkim ci¡gªa w 1, a wi¦c

2 · 12 + 1 + a = b · 1 + 3

3 + a = b+ 3

a = b.

Nast¦pnie obliczamy jednostronne granice ilorazów ró»nicowych w 1:

lim
h→0−

f(1 + h)− f(1)

h
=

= lim
h→0−

b (1 + h) + 3− (2 + 1 + a)

h
= lim

h→0−

b+ b h+ 3− 3− a

h
= b,

gdy» b− a = 0.

lim
h→0+

f(1 + h)− f(1)

h
= lim

h→0+

2(1 + h)2 + (1 + h) + a− (2 + 1 + a)

h
=

= lim
h→0+

2 + 4h+ 2h2 + 1 + h+ a− 3− a

h
= 5.

Równo±¢ obu granic jednostronnych, a wi¦c istnienie pochodnej w 1, jest wi¦c równowa»na
warunkowi

b = a = 5.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Oblicz pochodn¡ funkcji

f(x) =
sin3(ex)

x
2
3

.

Rozwi¡zanie:

f ′(x) =
sin3(ex)′ x

2
3 − sin3(ex)

(
x

2
3

)′(
x

2
3

)2
=

3 sin2(ex) cos(ex) ex x
2
3 − sin3(ex) · 2

3
· x− 1

3

x
4
3

=
sin2(ex)

(
3 cos(ex) ex x− 2

3
sin(ex)

)
x

5
3

.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Wyznacz promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego

∞∑
n=0

10n n!

(2n)!
xn.

Rozwi¡zanie: Mo»emy zastosowa¢ kryterium d'Alemberta:

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
10n+1 (n+ 1)!xn+1

(2(n+ 1))!
10n n!xn

(2n)!

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

10n+1 (n+ 1)! |x|n+1

(2n+ 2)!
· (2n)!

10n n! |x|n

=
10 (n+ 1) |x|

(2n+ 1)(2n+ 2)

=
5 |x|

2n+ 1

n→∞−−−→ 0.

Szereg jest zbie»ny dla ka»dego x, a wi¦c promie« zbie»no±ci jest niesko«czony.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Wyznacz przedziaªy wypukªo±ci/wkl¦sªo±ci oraz punkty przegi¦cia funkcji:

f(x) = x4 − 2x3 − 12x2 + 4x− 2.

Rozwi¡zanie: Obliczamy drug¡ pochodn¡: f ′′(x) = 4 · 3x2 − 2 · 3 · 2x − 12 · 2 =

12x2−12x−24 = 12 (x2−x−2) = 12 (x−2) (x+1). Druga pochodna jest wi¦c dodatnia
dla x < −1 oraz x > 2 i ujemna dla x ∈ (−1, 2). Funkcja jest wi¦c wypukªa dla x < −1
oraz x > 2 oraz ujemna dla −1 < x < 2. W punktach x = −1 oraz x = 2 druga pochodna
zmienia znak, a wi¦c funkcja ma punkty przegi¦cia.

8


