Egzamin koricowy 2 termin
16.02.10

Czas: 90 min

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Oblicz granice ciggu:

a, = V3n2+2n — 5 —nV3.

Rozwigzanie: Stosujemy stary trick:
a, = V3n2+2n—5—nv3
(vV3n2+2n — 5 —n/3) - (V302 +2n — 5+ n/3)

- V3nZ+2n—5+nvV3
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- V3n2 +2n—5+nvV3
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Zadanie 2. Znajdz warto$ci najmniejsza i najwiekszg podanej funkcji na podanym prze-
dziale:

f(x) =|cos(x)| +sin(z), [0,n].

Rozwigzanie: Wartos¢ najmniejsza i najwieksza przyjeta jest na koncach przedziatu (to
znaczy w punktach 0 i 7), w punktach w ktorych funkcja nie jest rozniczkowalna (w tym
przypadku to punkt § w ktérym cos zmienia znak) lub w punktach w ktérych pochodna
jest zerem. Poszukajmy tych punktéw. Dla x € (0, §) mamy f(z) = cos(z) +sin(x), czyli
f'(z) = —sin(x) + cos(z) = f'(x) = 0 «> cos(z) = sin(x).
Jest dokladnie jeden taki punkt: x = 7. Dla z € (3, 7) mamy f(z) = — cos(x) + sin(z),
czyli
f'(z) = sin(x) 4 cos(z) = f'(x) = 0 < cos(z) = —sin(x).
Znowuz jest doktadnie jeden taki punkt: x = %’r. Obliczamy

FO)=1, fm) =1, (5 =1 f(B) =5+ H=v2 f(E) =L+ L =v2

Najwieksza wartosé¢ to /2 (przyjeta w %1 37), a najmniejsza to 1 (przyjeta w 0, 5 oraz
).
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Zadanie 3. Podaj punkty ciaglosci i nieciaglosci funkcji

|—=

x - sin(;) cx <0
f(z) = 0 cx =0
tan(z) -sin(1) x>0

Rozwiazanie: Funkcja jest ciagla na calej swojej dziedzinie (dziedzina to cala prosta
bez punktéow postaci km — 5, k € N) za wyjatkiem, by¢ moze, punktu sklejenia x = 0.
Sprawdzmy ten podejrzany punkt. Dla x < 0 mamy f(z) = zsin(2), czyli

0<[f(@)] < 2| = —[z < f(x) <z,
Korzystajac z twierdzenia o 3 funkcjach mamy
lim f(z)=0.

z—0~
Dla 2 > 0 mamy f(z) = tan(z) sin(2), czyli

0 < [f(2)| < [tan(z)] = —[tan(z)| < f(z) < [tan(z)].

Korzystajac z twierdzenia o 3 funkcjach, wiedzac, ze tan(x) =
mamy

lim f(z) =0.
Obie granice jednostronne istnieja i sa réwne wartosci funkeji w punkcie x = 0, czyli
funkcja jest ciagla w tym punkcie. Wszystkie punkty dziedziny f sa wiec punktami
ciagglosci.
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Zadanie 4. Oblicz pochodna funkcji:

f(x):\/l—i-tan(x—i-i).

Rozwigzanie: Rozniczkujemy funkcje ztozona:

f(x) = % \/1+ta1n($+%) : (1+tan (x+§))/

1 1 ( +1)’
— . N
2\/1 + tan(z + ) cos” (v + 1) z

1 1 ( 1)
- : (1-=).
2\/1—|—tan(x+%) cos? (z + ) x?
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Zadanie 5. Oblicz calke nieoznaczona:
-1
/ ‘ dz
e* 41
Rozwigzanie: Catkujemy przez podstawienie:
e’ —1 e’ =1
do —
/ef’f—i—l ’ {dx:ldt}
t—11
/ A
t+1t¢
B
= — | dt
[ (75+7)
_[A+B=1 N A=2
| B=-1 =-1
2 1
= [ ——dt —/—dt
t+1 t
= 2log [t| — log|t|
= 2log(e” + 1) — log(e”)
=2log(e” +1) —x + C.
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Zadanie 6. Oblicz caltke oznaczona:

/0 %(x +1) cos(z) dz.

Rozwigzanie: Catkujemy przez czesci:
bl 2
/ (x+1) cos(z)dr = / (x4 1) sin’(z) dz
0 0
3 2
—/ 1-sin(x) dx
0

= (z + 1) sin(z)
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Zadanie 7. Oblicz dtugosé¢ wykresu funkcji:

f(a:)zg(a:—l)g, | <z<4

Rozwigzanie: Mamy wzor

4
L= / VIt (@) de,
0
oraz f'(z) = vx — 1. W takim razie

L=/04mdx=/04ﬂdx:
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Zadanie 8. Sprawdz, ze podana calka niewlasciwa jest zbiezna, i oblicz ja:

® o
1 X

Rozwigzanie: Niech M > 1 i obliczamy

M = 1 1
€= t= - M 1
/ _de:{ 1 }:—/ eldt = e :e—eﬁ.
T dt = —=dx 1 L

Gdy M — oo granica powyzszego wyrazenia istnieje i jest rowna e — 1. Calka niewlasciwa

jest wiec zbiezna i rOwna
1

© o
/1 Fdx:e—l.



