Pierwsza litera nazwiska

Egzamin 2 termin
20.02.14

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Oblicz pole obszaru (nieograniczonego) zawartego pomiedzy wykresem funk-
cji f(z) = ze " oraz dodatnig polosia pozioma.

Rozwigzanie: Jak wiemy to pole jest rowne calce niewlasciwe]

© 2
/ ze ¥ dx.
0

Policzymy ta catke. Wezmy dowolne M > 0
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Zadanie 2. Udowodnij nastepujacy fakt: jezeli a,, —> +o0 oraz b, — g, gdzie g > 0,
to takze a,, - b, % 4.

Rozwigzanie: Intuicyjnie widzimy to nastepujaco. Wyrazy a, sa duze od pewnego
miejsca, natomiast b, sa oddzielone od zera od pewnego miejsca. Iloczyn moze wiec byé
dowolnie duzy od pewnego miejsca. A teraz przeprowadzimy formalne rachunki. Mamy
pokazaé, ze

VM dnoeN Vn>ng a,b, > M.
Wiemy, ze
Ve>0 dmeN Vn>n |b,—g/<e = b,>g—¢

Wezmy € = ¢/2 i mamy, dlan >ny b, >g—g/2=g/2 > 0.
7 drugiej strony wiemy, ze

VN dn,eN Vn>ny a,>N.

Jezeli M > 0 to niech N = 2M /g, oraz ng = max{ny,no}. Wtedy dla n > ng a,, > 2M/qg,
b, > g/2 = apb, > M. (PomnozyliSmy stronami nier6wnosci co jest mozliwe, gdyz
wszystkie  strony” sa dodatnie.)

Jezeli M < 0 to jest prosciej, bierzemy N =0, € = g i ng = max{ny,ns}. Dla n > ng
mamy a, >0ib, >0 = a,b, >02> M.
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Zadanie 3. Oblicz pole figury ograniczonej wykresem funkcji f(x) = sin(z) oraz prosta
y:%,dlaogxgm

Rozwigzanie: Na odcinku [0, 7] sinz jest powyzej \% dla 7/4 < x < 3w/4. Rozwazana
figura jest wiec dana przez {(z,y) : \/Li <y <sinz, T <z < 3} Pole tej figury to
roznica calek:

T T 1 &= 1 |F
/sinxdm— 4—dm:—cosx‘4——x4
7 ;ov2 Tov2 s
B 1 n 1 1(37r 7T)
V2 V2 V2V\4 4
B 2 T
V2 2V2
4 —7
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Zadanie 4. Oblicz catke

v
o Vel

Rozwigzanie: Catkujemy przez podstawienie:
1 =y 142
t
/ \/5 dx _ dt72\/» — 2/ dt
0 Vr+1 2tdt = dx o t+1
=1 1 2 -1 2
{S + } ) / (Cln) P
= 1 S

ds
/ 52 28+1
/3—2+
2
( —23+logs>
1

1
(——4+10g2> —2(5—2+0>
=4—-8+2log2—-1+14
=2log2 -1

4
= log —.
e
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Zadanie 5. Oblicz catke

™
/ z sinx dx.
—TT

Rozwigzanie: Catkujemy przez czesci:

/xsinmdmz/ x (—cosz) dx

T ™
= —Z COSZ + cos z dx
o .

™

=—7m(—=1)+ (—m)(—1) + sinx

—T

= 2.
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Zadanie 6. Oblicz dlugos$é¢ krzywej danej rownaniem 3> = x® pomiedzy punktami (0, 0)
i (4,8).

Rozwigzanie: Dla tej krzywej y = +x2, wiec fragment tuku pomiedzy (0,01 (4,8) to
wykres funkcji f(x) = 3. Wiemy, ze dtugos¢ tego tuku to

L:/;de.

Policzmy. f'(z) = 2 22, wiec
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Zadanie 7. Oblicz granice (cot z to kotangens x):

lim arcsin x cot z.
x—0

Rozwigzanie: Jest to wyrazenie nieoznaczone typu 0(£o0). Przeksztalémy to do postaci
9§ zastosujmy regule de 1’'Hospitala.

0
. . . arcsinz
lim arcsin z cot £ = im ——
z—0 z—0 tanx

1
et iy Vi=2?

z—0

=1.

cos? x



