Pierwsza litera nazwiska

Egzamin 1 termin
5.02.14

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Zbadaj zbiezno$¢ catki niewtasciwej i oblicz ja, jezeli jest zbiezna:
/ * dx
o xlogdz’

Rozwiazanie: Funkcja podcaltkowa jest ciagla na calej polprostej [2,00), a wiec niewla-
Sciwos¢ caltki zwigzana jest tylko z nieskoriczonym przedziatlem catkowania. Ustalmy wiec

M > 2, i obliczmy:

/M de  [t=logx _/bgMdt_ 1 1feM 1/ 1 1

o wlog’z  \dt=13dz )  Jiopo 8 2t%logz 2 \log?2 log?M )’
Gdy M — oo to takze log? M — oo, a wiec v 0, czyli calka niewlasciwa istnieje i

1
jest rowna

/°° da , M dr 1 1
57— = lim T =z 5
9 xlog’r Moo fy, xlog’x 2 log®2
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Zadanie 2. Oblicz dlugosé krzywej bedacej wykresem funkcji f(z) = 2% dlax € [0, 5].

Rozwigzanie: Mamy (x%)’ = %x%, a wiec
5 3 9
L:/ 1+<§\/E> dr
0
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25 \/4+9$d$
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Zadanie 3. Oblicz pole figury ograniczonej krzywymi: y = % —xoraz Yy =

—_

Rozwigzanie: Znajdujemy punkty przeciecia krzywych:

1 5 5 O 1

~ =3 r = 2x+1—0:>x—2,2.
Interesujacy nas obszar lezy wiec ponad przedzialem [3,2]. Pytanie jest ktora z funkcji
jest wieksza na tym przedziale. Wystarczy sprawdzi¢ w jednym punkcie, bo obie krzywe
nie przecinajg sie juz w zadnym innym punkcie, poza punktami nad konicami przedziahu.

Wezmy © = 1, i wida¢, ze w tym punkcie g — 2 > L Pole naszego obszaru wyraza sie
x

wiec catka:
2
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Zadanie 4. Oblicz catke

” dx
/es a/T+Togx’
Rozwigzanie: Robimy podstawienie
<® dx _ [t=logx | 8 dt
, xm‘{dtzidw}‘/g =

:2\/1+t)§:2(\/_—\/4_1) —2
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Zadanie 5. Oblicz catke
dx
|
Rozwigzanie: Robimy podstawienie
de t= Yz
/\/‘—\% dt:%f%:wﬁdt:da:

todt
:6/t3—t2
_6/t3dt [s=t—-1
a t—1 | ds=dt

:6/(s+1)3d5

s
_6/53+332—|—3s+1
s

ds

1
:6/(82+38+3+g)d8
= 25° + 95> + 185 + 6 log | s|

=2(Vr — 1P +9(x —1)2 +18(x — 1) + 6log |z — 1].
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Zadanie 6. Udowodnij, ze jezeli f i g sa dwoma funkcjami ciagltymi na [0, c0), spelia-
jacymi 0 < f(z) < g(x) dla wszystkich @ > 0, oraz calka niewlasciwa [ g(x)dx jest
zbiezna, to takze caltka fooo f(x)dx jest zbiezna, oraz

/ " @) de < / " g(@) do.

Rozwigzanie: Ustalmy dowolne M > 0. Wtedy, z wlasnosci catlek mamy

/OMf@:)dx < /OMg@:)dx < /Ooogmdx.

Ostatnia nier6wno$¢ wynika z tego, ze catka z nieujemnej funkcji g po przedziale [M, co0)
jest nieujemna. Wyrazenie
/ fla

jako funkcja zmiennej M jest rosnace (gdy rosnie gorna granica calki to zwieksza SIQ prze-
dzial catkowania, a funkcja jest nieujemna), oraz ograniczone od gory przez fo (r)dz.
Ma wiec granice, rowniez nie wieksza niz [ f(z)dz.

Niektore osoby argumentowaly nastepujaco, co tez jest prawidtowe: Dla funkcji nie-
ujemnej calka reprezentuje pole obszaru pod wykresem (takze catka niewlasciwa, obszar
pod wykresem jest wtedy nieograniczony). Poniewaz f(x) < g(z), wiec obszar pod wykre-
sem funkcji f jest zawarty w obszarze pod wykresem funkcji g. Pole mniejszego obszaru
jest nie wieksze niz pole wiekszego. W szczegolnosci, jezeli pole wiekszego obszaru jest
skoniczone, to pole mniejszego obszaru, zawartego w nim, tez jest skoriczone, i zachodzi
odpowiednia nier6wnosc.
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Zadanie 7. Oblicz calke:

27
/ 22 sinx dr.
0

Rozwigzanie: Bedziemy catkowali przez czesci, aby pozbyé sie potegi x.
2m 2
/ 23 sinx dr = / 23 (—cosz) dx
0 0

= —113 COsS T

271. 27’1’
+3 / 2% cosx dx
0 0

2
= —87° + 3/ 2*(sin ) dx
0

s 27
-2 zsinx dx)
0 0

2
= 81 — 6/ x(—cosz) dx
0

2 27’1’
+ / CcoS T d:zc)
0 0

27
:—87T3+127r—6/ cosz dx
0

= 87 + 3(:62 sinz

= —87° —6<—xcosx

27
= 873 + 127 — 6sinz

0
= 873 + 127,



