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Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Prosta y = x jest styczna do krzywej y = 2® + az? + b w punkcie (2,2).
Zmajdz a i b.
Rozwigzanie: Wiemy, ze w punkcie stycznosci wartosci oraz pochodne obu funkcji musza
by¢ takie same, a wiec, po obliczeniu pochodnych, mamy dwa réwnania:
22 +2%a+b=2,
3:-2242-2-a=1.
Otrzymalismy uktad réwnan
4a+ b= —6,
4a=—11.
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Jak tatwo sprawdzi¢ rozwigzaniem tego ukladu sg liczby a = —7- oraz b = 5.
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Zadanie 2. Znajdz wartosci najwieksza i najmniejsza podanej funkcji na podanym prze-
dziale:

f(x)=|2* - 1| -3z, x € [-2,2].

Rozwigzanie: Funkcja f jest rozniczkowalna wszedzie poza punktami gdzie 22 = 1
czyli poza * = +1. Wartosci najwieksza oraz najmniejsza przyjmie wiec na koncach
przedziatu (z = £2), w punktach nier6zniczkowalnosci (x = £1) lub w ewentualnych
zerach pochodnej. Musimy znalezé¢ zera pochodnej. W przypadku z? > 1, czyli x €
(—2,-1)U(1,2) mamy

fx)=2*-1-3z = fl(z)=21-3.

W takim razie f'(z) =0 = 22-3=0 = z = % Jest to kolejny punkt do sprawdzenia
pod katem ewentualnej wartosci najwiekszej lub najmniejszej. W przypadku z? < 1, czyli
x € (—1,1) mamy
flx)=-2*+1-3z = fl(v)=-22-3.

W takim razie f'(z) =0 = —2zx—3=0 = z = —3. Ten punkt nie lezy w rozpatrywa-
nym przedziale, a wiec w przedziale (—1,1) pochodna nie ma zer. Do poréwnania mamy
wiec wartosci funkcji w punktach £2 (konce przedzialu), £1 (nier6zniczkowalnosé) oraz
2 (punkt krytyczny).

f(-2)=3+6=9, f(2)=3-6=-3, f(-1)=3,
=8 f@=f-1-3=-%<-3
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Widzimy wiec, ze warto$¢ najwieksza to 9, a warto$¢ najmniejsza to —%.
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Zadanie 3. Znajdz granice:
. TCOST —T
lim ——.
z—=0 sinx —x
Rozwigzanie: Powyzsza granica to wyrazenie nieoznaczone postaci 8, a wiec stosujemy
regute de I’Hopitala:
(xcosx —x) cosx—xsinz —1

(sinz — x) cost — 1
Jest to znowu wyrazenie nieoznaczone postaci 2, a wiec ponownie stosujemy regute de

0°
I’Hopitala:

(cosz —x sinx — 1) —sinx —sinz —x cosz
(cosx — 1) B —sinx '
Ponownie jest to wyrazenie nieoznaczone, ale nie musimy juz stosowaé reguty. Dzielimy
licznik i mianownik przez —x i otrzymujemy

T

—sinx —sinx —x cosx 2L 4 coswx

—sinz sin @
X

To ostatnie wyrazenie, gdy  — 0, ma granice Zill = 3, czyli ostatecznie
TCOST —

lim ——— = 3.

=0 sinx — T
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Zadanie 4. Rozstrzygnij, czy podany szereg jest zbiezny:
I
“~ vn+2log(2n)

Rozwigzanie: Zauwazamy, ze ciag v/n + 2log(2n) jest dodatni, rosnacy i rozbiezny do

+00, a wiec ciag Wg(?n) jest dodatni, i malejacy do 0. Stosujac kryterium Leibniza

dla szeregdw naprzemiennych otrzymujemy, ze szereg jest zbiezny.
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Zadanie 5. Dobierz stale a, b tak, aby podana funkcja byta rézniczkowalna w punkcie 1.

br+ 3 o<1,
fl@) =19, , ,
222+x+a ;7 2>1

Rozwigzanie: Funkcja musi by¢ przede wszystkim ciaglta w 1, a wiec
2:-1*+14+a=0b-1+3
3+a=b+3
a=Db.

Nastepnie obliczamy jednostronne granice ilorazéw réznicowych w 1:

f(+h) - f(1)

lim —
h—0— h
~ lim b(1+h)+3—-(2+14a) ~ lim b+bh+3—3—a:b’
h—0— h h—0— h
gdyz b—a=0.
. f+h) =) . 20+h)P+(1+h)+a—(24+1+a)
1 :l ey
hgéi hggl+ h
. 24+4h+2R*+1+h+a—-3—a
= lim =5.
h—0+ h

Rownosé obu granic jednostronnych, a wiec istnienie pochodnej w 1, jest wiec rownowazna
warunkowi

b=a=05>5.
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Zadanie 6. Oblicz pochodng funkcji

Rozwigzanie:

@)’

3 sin®(e”) cos(e”) e” 23 — sin®(e?) -

sin?(e®) (3 cos(e”)

4
T3

emx—ésin

X

wiw

("))



Nazwisko i imie:

Zadanie 7. Wyznacz promien zbiezno$ci szeregu potegowego

= 10"n!

(2n)!

n=0

Rozwigzanie: Mozemy zastosowaé kryterium d’Alemberta:

10" (n + 1)l zmH

(2(n+1))!
10" n!a™
(2n)!

10 (n 4 1) | (2n)!
B (2n + 2)! 107! x|

10 (n + 1) |z|
C 2n+1)(2n+2)

) |CU| n—o0
“ontl
Szereg jest zbiezny dla kazdego x, a wiec promien zbieznosci jest nieskoniczony.

an—i—l

Qn

0.
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Zadanie 8. Wyznacz przedzialy wypuklosci/wklestosci oraz punkty przegiecia funkcji:

flx)=a*—22% — 122 + 42 — 2.
Rozwigzanie: Obliczamy druga pochodna: f”(z) = 4-322 —2-3-22 —12-2 =
1222122 —24 =12 (2 —2x—2) = 12 (2 —2) (x+1). Druga pochodna jest wiec dodatnia
dla z < —1 oraz x > 2 i ujemna dla = € (—1,2). Funkcja jest wiec wypukla dla z < —1

oraz x > 2 oraz ujemna dla —1 < x < 2. W punktach x = —1 oraz x = 2 druga pochodna
zmienia znak, a wiec funkcja ma punkty przegiecia.



