
Kolokwium 1

5.11.12

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Rozwi¡» nierówno±¢

|2x|+ 3 ≥ |6− x|

Rozwi¡zanie: Rozpatrujemy 3 przypadki:
• x < 0 ⇒ 6− x > 0 ⇒ −2x+ 3 ≥ 6− x ⇔ −3 ≥ x.
W tym przypadku rozwi¡zanie to: x ≥ −3

• 0 ≤ x < 6 ⇒ 6− x > 0 ⇒ 2x+ 3 ≥ 6− x ⇔ 3x ≥ 3 ⇔ x ≥ 1.
W tym przypadku rozwi¡zanie to: 1 ≤ x < 6

• x ≥ 6 ⇒ 6− x ≤ 0 ⇒ 2x+ 3 ≥ x− 6 ⇔ x ≥ −9.
Rozwi¡zanie: x ≥ 6.

Ostatecznie rozwi¡zaniem jest zbiór {x : x ≤ −3 ∨ x ≥ 1}.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ kresy zbioru A, i sprawd¹, czy zbiór zawiera swoje kresy

A =
{
x2 − 1;x ∈ (−1, 1

2
]
}
.

Rozwi¡zanie: Funkcja x2 − 1 maleje dla x ≤ 0 i ro±nie dla x ≥ 0. W takim razie

{x2 − 1 : x ∈ (−1, 0]} = [−1, 0), oraz {x2 − 1 : x ∈ [0, 1
2
]} = [−1,−3

4
].

Zbiór A jest sum¡ tych dwóch przedziaªów, a wi¦c przedziaªem [−1, 0). W takim razie

inf A = −1, supA = 0,

przy czym inf A ∈ A oraz supA /∈ A.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Znajd¹ oba pierwiastki stopnia 2 liczby zespolonej −i.

Rozwi¡zanie: Znajd¹my posta¢ trygonometryczn¡ liczby −i:

−i = cosφ+ i sinφ ⇒ φ =
3π

2
.

W takim razie pierwiastki to:

z1 = cos φ
2
+ i sin φ

2
= cos 3π

4
+ i sin 3π

4
= − 1√

2
+ i 1√

2
,

z2 = cos φ+2π
2

+ i sin φ+2π
2

= cos 7π
4
+ i sin 7π

4
= 1√

2
− i 1√

2
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Znajd¹ granic¦ ci¡gu

an = n

√
4n

2n + 3n
.

Rozwi¡zanie: Mamy nast¦puj¡ce oszacowania:

4n

2 · 3n
≤ 4n

2n + 3n
≤ 4n

3n

n

√
4n

2 · 3n
≤ an ≤ n

√
4n

3n

n

√
1

2

4

3
≤ an ≤ 4

3
.

Skoro
lim
n→∞

n

√
1
2
= lim

n→∞

1
n
√
2
= 1,

wi¦c oba skrajne ci¡gi maj¡ wspóln¡ granic¦ 4
3
. A wi¦c

lim
n→∞

an =
4

3
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Poka», »e nast¦puj¡cy ci¡g jest rosn¡cy i ograniczony

an =
n− 3

2n+ 5
.

Rozwi¡zanie: Sprawd¹my:

an ≤ an+1

n− 3

2n+ 5
≤ n+ 1− 3

2(n+ 1) + 5

n− 3

2n+ 5
≤ n− 2

2n+ 7
(n− 3)(2n+ 7) ≤ (n− 2)(2n+ 5)

2n2 + n− 21 ≤ 2n2 + n− 10

−21 ≤ −10.

A wi¦c rzeczywi±cie, ci¡g jest rosn¡cy. Poka»emy, »e an ≤ 1
2
:

an ≤ 1

2
n− 3

2n+ 5
≤ 1

2
2n− 6 ≤ 2n+ 5

−6 ≤ 5.

Ci¡g jest wi¦c ograniczony od góry, a jako rosn¡cy jest te» automatycznie ograniczony od
doªu.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ granic¦ ci¡gu ([ · ] to cz¦±¢ caªkowita, a x to pewna liczba rzeczywista)

an =
[2nx]

2n−1
.

Rozwi¡zanie: Z wªasno±ci cz¦±ci caªkowitej

2nx− 1 < [2nx] ≤ 2nx

2nx− 1

2n−1
< an ≤ 2nx

2n−1

2x− 21−n < an ≤ 2x.

Poniewa» 21−n = 2
2n

n→∞−→ 0, wi¦c
lim
n→∞

an = 2x.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Funkcja f dana jest wzorem

f(x) = x2 − 4x+ 2, Df = (−∞,−2].

Podaj wzór na funkcj¦ odwrotn¡ do f i podaj jej dziedzin¦.

Rozwi¡zanie: Mamy
f(x) = (x− 2)2 − 2,

wi¦c gdy x przebiega zakres (−∞,−2] to (x−2) przebiega zakres (−∞,−4], a wi¦c (x−2)2

przebiega zakres [16,∞), a wi¦c zbiór warto±ci f to [14,∞). �eby znale¹¢ wzór na funkcj¦
odwrotn¡ rozwi¡zujemy równanie, ze wzgl¦du na x, dla y ∈ [14,∞):

y = (x− 2)2 − 2

y + 2 = (x− 2)2√
y + 2 = ±(x− 2)

x = 2±
√

y + 2.

Musimy wybra¢ znak po prawej stronie, a poniewa» warto±ci xmusz¡ wpada¢ do dziedziny
f czyli (−∞,−2], wi¦c musimy wybra¢ znak −.

x = 2−
√
y + 2.

Mamy wi¦c f−1(y) = 2−
√
y + 2. Dziedzin¡ funkcji odwrotnej jest obraz f czyli [14,∞).
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 8. Oblicz granic¦ ci¡gu

an =
1 + sin2(n!)√

n
.

Rozwi¡zanie: Mamy oszacowania:

0 ≤ sin2(n!) ≤ 1

1 ≤ 1 + sin2(n!) ≤ 2

1√
n
≤ an ≤ 2√

n
.

Poniewa» oba skrajne ci¡gi maj¡ wspóln¡ granic¦ 0, wi¦c

lim
n→∞

an = 0.
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