
Pierwsza litera nazwiska 1&%
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Egzamin 2 termin

15.02.16

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz caªk¦: ∫ log 2

0

√
ex − 1 dx.

Rozwi¡zanie: Podstawiamy:

∫ log 2

0

√
ex − 1 dx =


t =

√
ex − 1

dt =
1

2
√
ex − 1

· ex dx

2 t dt

t2 + 1
= dx


=

∫ 1

0

2 t2

t2 + 1
dt

= 2

∫ 1

0

(
1− 1

t2 + 1

)
dt

= 2 (t− arctan t)
∣∣∣1
0

= 2
(
1− π

4

)
− 2

(
0− 0

)
= 2− π

2
.
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Zadanie 2. Oblicz pole �gury, ograniczonej krzywymi:

y =
1

x2 + 1
, y =

x2

2
.

Rozwi¡zanie: Szukamy punktów przeci¦cia krzywych:

1

x2 + 1
=

x2

2

2 = x4 + x2, t = x2

t2 + t− 2 = 0

(t+ 2)(t− 1) = 0

t = 1 ∨ t = −2,

czyli t = x2 = 1 ⇒ x = ±1. Nasza �gura mie±ci si¦ zatem powy»ej odcinka [−1, 1], a na

tym odcinku 1
x2+1

≥ x2

2
, a wi¦c

Pole =

∫ 1

−1

( 1

x2 + 1
− x2

2

)
dx

=
(
arctanx− x3

6

)∣∣∣1
−1

= 2
(
arctan 1− 1

6

)
= 2

(π
4
− 1

6

)
=

π

2
− 1

3
.
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Zadanie 3. Znajd¹ dªugo±¢ wykresu funkcji f(x) = log x nad odcinkiem
√
3 ≤ x ≤

√
8.

Rozwi¡zanie:

L =

∫ √
8

√
3

√
1 +

(1
x

)2

dx

=

∫ √
8

√
3

√
1 + x2

x
dx

=


t =

√
1 + x2

dt =
x√

1 + x2
dx

t dt

t2 − 1
=

dx

x


=

∫ 3

2

t2

t2 − 1
dt

=

∫ 3

2

(
1 +

1

t2 − 1

)
dt

=

∫ 3

2

(
1 +

1
2

t− 1
−

1
2

t+ 1

)
dt

=
(
t+

1

2
log |t− 1| − 1

2
log |t+ 1|

) ∣∣∣3
2

= 3 +
1

2
log 2− 1

2
log 4− 2− 1

2
log 1 +

1

2
log 3

= 1 +
1

2
log

2

3

= 1 + log

√
3

2
.
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Zadanie 4. Zbadaj zbie»no±¢ nast¦puj¡cej caªki niewªa±ciwej, i oblicz j¡, je»eli jest

zbie»na: ∫ π
2

0

cotx dx,
(
cotx =

1

tanx
=

cos x

sin x

)
.

Rozwi¡zanie: Jedyn¡ niewªa±ciwo±ci¡ tej caªki jest fakt, »e funkcja cotx nie jest ogra-

niczona w otoczeniu lewego ko«ca przedziaªu: limx→0+ cotx = +∞. We¹my dowolne

ϵ > 0. ∫ π
2

ϵ

cotx dx =

∫ π
2

ϵ

cos x

sin x
dx

=

{
t = sin x

dt = cos x dx

}
=

∫ 1

sin ϵ

dt

t

= log |t|
∣∣∣1
sin ϵ

= − log sin ϵ
ϵ→0+−→ +∞.

Caªka ta nie jest wi¦c zbie»na.
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Zadanie 5. Udowodnij, »e: ∫ π
2

0

sinx

x
dx =

∫ 1

0

dx

arccos x
.

Rozwi¡zanie: Podstawiamy:∫ π
2

0

sin x

x
dx =

{
t = cos x

dt = − sinxdx

}
= −

∫ 0

1

dt

arccosx

=

∫ 1

0

dt

arccos x
.
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Zadanie 6. Oblicz caªk¦: ∫
cos 5x sin 3x dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez cz¦±ci 2-krotnie:∫
cos 5x sin 3x dx =

∫ (sin 5x
5

)′
sin 3x dx

=
sin 5x sin 3x

5
− 3

5

∫
sin 5x cos 3x dx

=
sin 5x sin 3x

5
− 3

5

∫ (
− cos 5x

5

)′
cos 3x dx

=
sin 5x sin 3x

5
+

3 cos 5x cos 3x

25
+

9

25

∫
cos 5x sin 3x dx.

Mamy wi¦c:(
1− 9

25

)∫
cos 5x sin 3x dx =

sin 5x sin 3x

5
+

3 cos 5x cos 3x

25
+ C,∫

cos 5x sin 3x dx =
5 sin 5x sin 3x+ 3 cos 5x cos 3x

16
+ C.

Mo»na inaczej, wiedz¡c »e cosA sinB = sin(A+B)−sin(A−B)
2

:∫
cos 5x sin 3x dx =

1

2

∫
(sin 8x− sin 2x) dx

= −1

2

cos 8x

8
+

1

2

cos 2x

2
+ C

=
4 cos 2x− cos 8x

16
+ C.

Zauwa»my, »e obie odpowiedzi s¡ równe
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Zadanie 7. Znajd¹ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ podanej funkcji na podanym prze-

dziale:

f(x) = |10x− 1|+ x3, x ∈ [0, 1].

Rozwi¡zanie: Mamy ko«ce: f(0) = 1, f(1) = 10, mamy punkt nieró»niczkowalno±ci

f( 1
10
) = 1

1000
. Szukamy miejsc zerowych pochodnej:

x ∈
[
0,

1

10

]
⇒ f(x) = 1− 10x+ x3 ⇒ f ′(x) = 3x2 − 10

⇒ x = ±
√

10

3
, poza przedziaªem,

x ∈
[ 1

10
, 1
]

⇒ f(x) = 10x− 1 + x3 ⇒ f ′(x) = 10 + 3x2

⇒ pochodna nigdzie si¦ nie zeruje

Mamy wi¦c warto±¢ najmniejsz¡ 1
1000

osi¡gni¦t¡ w 1
10

i warto±¢ najwi¦ksz¡ 10 osi¡gni¦t¡

w 1.


