
Zadanie 1. Oblicz granic¦

lim
n→∞

120 + 220 + 320 + · · ·+ n20

n21

Rozwi¡zanie: Sum¦ zapisujemy nast¦puj¡co:
120 + 220 + 320 + · · ·+ n20

n21
=

1

n

n∑
i=1

(
i

n

)20

.

W powy»szej sumie rozpoznajemy sum¦ Riemanna dla funkcji f(x) =
x20, przedziaªu [0, 1] i podziaªu punktami xi = i

n
, i = 1, 2, . . . , n. �red-

nica takiego podziaªu jest równa 1
n
i d¡»y do 0 gdy n → ∞. Funkcja

f(x) jest ci¡gªa, a wi¦c mamy

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

(
i

n

)20

=

∫ 1

0

x20 dx

=
x21

21

∣∣∣∣
1

0

=
1

21
.

1
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Zadanie 2. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡
∫

2x− 1

x2 − 6x + 9
dx.

Rozwi¡zanie: Funkcja podcaªkowa jest wymierna. Mamy wi¦c
2x− 1

x2 − 6x + 9
=

2x− 1

(x− 3)2
=

A

x− 3
+

B

(x− 3)2
.

Porównuj¡c liczniki otrzymujemy A(x− 3) + B = 2x− 1, czyli A = 2
i B = 5. Mamy wi¦c∫

2x− 1

x2 − 6x + 9
dx =

∫
2

x− 3
dx+

∫
5

(x− 3)2
dx = 2 log |x−3|− 5

x− 3
.



3

Zadanie 3. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡
∫

tan x

cos2 x
dx

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez podstawienie∫
tan x

cos2 x
dx =

∫
sin x

cos3 x
dx

=

{
t = cos x

dt = − sin x dx

}

= −
∫

dt

t3

=
1

2
t−2

=
1

2 cos2 x
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Zadanie 4. Znajd¹ warto±¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ danej funkcji na
podanym przedziale:

f(x) = |x2 − 1|+ 3x, [−2, 2].

Rozwi¡zanie: Wiemy, »e warto±¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ funkcja
przyjmuje w punktach w których pochodna jest równa 0, w punktach,
w których pochodna nie istnieje, lub na ko«cach przedziaªu. Powy»sza
funkcja mo»e nie by¢ ró»niczkowalna w punktach w których x2 − 1 =
0, czyli ±1. Poszukajmy teraz zero pochodnej. Rozpatrzymy dwa
przypadki

|x| ≥ 1 ⇒ x2 − 1 ≥ 0 ⇒ f(x) = x2 − 1 + 3x.

Wtedy
f ′(x) = 2x + 3 ⇒ f ′(x) = 0 ⇔ x = −3

2
.

Punkt x = −3
2
wpada do rozwa»anego zakresu |x| ≥ 1, a wi¦c mamy

punkt w którym pochodna jest zerem. Rozwa»amy drugi przypadek
|x| ≤ 1 ⇒ x2 − 1 ≤ 0 ⇒ f(x) = 1− x2 + 3x,

czyli
f ′(x) = −2x + 3 ⇒ f ′(x) = 0 ⇔ x =

3

2
.

Tym razem jednak punkt x = 3
2
nie wpada do rozwa»anego zakresu,

czyli w tym przypadku zer pochodnej nie ma. Mamy wi¦c 5 punktów
w których warto±ci funkcji nale»y porówna¢: −2,−3

2
,−1, 1 oraz 2.

f(−2) = 3− 6 = −3

f(−3
2
) = 5

4
− 9

2
= −13

4

f(−1) = −3

f(1) = 3

f(2) = 3 + 6 = 9.

Porównuj¡c powy»sze widzimy, »e warto±¢ najwi¦ksza to 9, a najmniej-
sza to −13

4
.
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Zadanie 5. Oblicz granic¦
lim

x→1−
(1− x) log(1− x)

Rozwi¡zanie: Niech t = 1− x, wtedy

lim
x→1−

(1− x) log(1− x) = lim
t→0+

t log t = lim
t→0+

log t
1
t

.

Jest to wyra»enie nieoznaczone postaci ∞∞ , a wi¦c korzystaj¡c z reguªy
de l'Hôspitala otrzymujemy

= lim
t→0+

1
t

− 1
t2

= − lim
t→0+

t = 0.

Granica wynosi wi¦c 0.
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Zadanie 6. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=2

(−1)n

n log n

Rozwi¡zanie: Niech an = 1
n log n

, wtedy ci¡g an jest malej¡cy i zbie»ny
do 0. Mo»emy wi¦c skorzysta¢ bezpo±rednio z kryterium Leibniza, i
otrzymujemy, »e szereg jest zbie»ny.
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Zadanie 7. Obszar pod wykresem funkcji

f(x) =
√

3x− x2, 0 ≤ x ≤ 2,

obraca si¦ wokóª osi OX. Oblicz obj¦to±¢ powstaªej bryªy obrotowej.

Rozwi¡zanie: Liczymy ze wzoru:

V = π

∫ 2

0

f(x)2 dx = π

∫ 2

0

(3x− x2) dx = π

(
3

2
x2 − x3

3

)∣∣∣∣
2

0

=

= π

(
3

2
· 4− 1

3
· 8

)
= π

(
36

6
− 16

6

)
= π

20

6
=

10π

3
.
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Zadanie 8. Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej, oraz oblicz j¡, je»eli
jest zbie»na ∫ ∞

0

x3 sin(x4) dx

Rozwi¡zanie: Niech M > 0 i rozwa»my caªk¦
∫ M

0

x3 sin(x4) dx =
1

4

∫ M

0

4x3 sin(x4) dx

=

{
t = x4

dt = 4x3 dx

}

=
1

4

∫ M4

0

sin t dt

= − 1

4
cos t

∣∣∣∣
M4

0

=
1

4

(
1− cos M4

)
.

Oczywi±cie ostatnie wyra»enie nie ma granicy gdy M → ∞. Caªka
niewªa±ciwa nie jest wi¦c zbie»na.


