Zadanie 1. Sprawdz zbieznos¢ catki niewlasciwej, i w przypadku zbiez-

nosci oblicz ja
* arctanx
——dx.
/_Oo 1+ 22

Rozwigzanie: Obliczmy najpierw calke nieoznaczona. Korzystamy z

podstawienia arctan x = t, wtedy dt = ﬁ dx:
t t? t 2
/arc anxd:v:/tdt:——i—C’: (arctan x) )
1+ 2?2 2 2

Sprawdzamy zbieznos¢ kazdej z calek niewlasciwych. Ze wzgledu na
parzystos¢ wystarczytoby sprawdzi¢ zbieznosé jednej, zbieznosé drugiej
bedzie taka sama.

/M arctanz , (arctan z)? |V _
o l+2a? 2 0
_ (arctan M)* 0 Moo (3)? _ m
2 2 8
Sprawdzamy druga calke niewlasciwa:
O arctanz ,  (arctanz)?|’
/—M 1+ a2 T 2 M B
(et M) e (2P
2 2 8

Calka niewlasciwa na calej prostej istnieje wiec, i jest rowna

/°° arctanxd /0 arctan:cd +/°° arctan:cd 772+772 0
e L+ 22 e L+ 2? o 1+ a2 8 8
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Zadanie 2. Oblicz objeto$¢ bryly powstalej przez obrot obszaru pod
wykresem funkcji f(z) = sinx, na przedziale [0, 7], wokot osi OX

Rozwigzanie:

i T 2 27 2
V:ﬂ'/ sin2xdx:7r/ ﬂdwzﬁ/ (1—cosx)dx:7r—.
0 0 2 4 J, 2

Skorzystalismy z tozsamosci trygonometrycznej 2sin?z = 1 — cos 2.



Zadanie 3. Oblicz catke oznaczona

2m
/ 2% cos(2x + 1) dz.
0

Rozwigzanie: Catkujemy przez czesci:
r?sin(2x + 1)
2
4m?sin(1)  wcos(2w + 1)
-T2 7 2

2

27 27
/ 2% cos(2z + 1) dzx = - / xsin(2x + 1) dx
0 0

0

27
—/ cos(2x + 1) dz
0

2w

2

0
sin(2z + 1)

= 27 sin(1) + 7 cos(1) — 5

= 27 sin(1) + 7 cos(1).
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Zadanie 4. Oblicz catke nieoznaczona

/log(q:2 —1)dz.

Rozwigzanie: Calkujemy przez czesci.

/x’log(xz—l):xlog(:cz—l)—/x 5 22 dx
x j—
2 x’
=zl —1)-2
xlog(x ) /x2_1da:
2
9 ¢ —1+1
1
:xlog(xz—l)—Z/(l—i—xQ_l)dx
2dzx
:xlog(xz—l)—Qx—/(x_1)<x+1).

Rozt6zmy na utamki proste
2 1 1

(z—1)(x+1) z—-1 z+1

Liczymy catke

/(x—l)(x_|_1) :/(—x_l—x_'_l)dl‘:log’x—1|—log‘x+1’+c.

Podstawiajac do obliczen, otrzymujemy

/x’log(:c2 —1) =zlog(z* — 1) — 22 — log |x — 1| +log |z + 1| + C.



Zadanie 5. Udowodnij oszacowanie
L /10 de 1
11 g T+sinz 8

Rozwigzanie: Na przedziale [9,10] najbardziej brutalne szacowanie
daje nam
9—-1<z+sinzr <1041,
czyli funkcja podcatkowa spelnia
1 1 1

— < < .
11 z+sinz 8
Biorac pod uwage, ze przedziat catkowania ma dtugosé¢ 1, oszacowania
funkcji podcatkowej daja nam oszacowania caltki o ktore chodzito.
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Zadanie 6. Oblicz catke nieoznaczona

/ RN IS

Rozwigzanie: Zauwazamy, ze funkcja wymierna pod catka ma rozktad
T 1 1

(z+1)(2z+1) z4+1 2z+1

i obliczamy:

x 1 1 1
dz = - dz =1 1| = log [2a+1|+C.
/(:1:+1)(2x+1) v /<x+1 2:(;+1> v = loglatl|=3 log [Zo-+1]+




Zadanie 7. Oblicz caltke nieoznaczona

ex
dx.
/62$+1 v

Rozwigzanie: Podstawiamy t = e”, wiec dt = e*dx.

v dt
/ = / 71— orctant + O = arctane” +C.
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Zadanie 8. Oblicz przyblizong wartosé¢ /50, korzystajac z trzech po-
czatkowych wyrazow (zerowego, pierwszego i drugiego) odpowiednio
dobranego szeregu Taylora

Rozwiazanie: Dla funkcji f(x) = /x stosujemy przyblizenie wielo-
mianem Taylora stopnia 2:

f"(49)

.12
5 .

FA9+1) = F(49) + F/(49) -1+
Pozostaje tylko podstawié

11
/ _ -
f) =57
Podstawiajac, otrzymujemy

1 1 19403
ﬁ%_7+11_873_zm4'




9

Zadanie 9. Wyznacz promieni zbieznosci szeregu MacLaurina funkcji

Rozwigzanie: Z najwieksza tatwoscia zauwazamy, ze

n n 1 : n n 1
Szereg MacLaurina ma wiec postac
S n 1 n
fla) = S (-1 g
n=0

Podstawiamy wspoétczynniki do wzoru na promieni zbieznosci, i mamy

Lo, a1 1 1
R Vel = I g = i ses = g

czyli R = 2.
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Zadanie 10. Znalez¢ przedzialy wypuklosci (gdzie wypukta a gdzie
wklesta) i punkty przegiecia funkcji

f(z) =2 —2* + T2 — 15.

Rozwigzanie: Mamy
fl(z) =82" — 22+ 7, f"(z) = 562° — 2.

Sprawdzenie wypuklosci funkcji sprowadza sie do sprawdzenia znaku
ostatniego wielomianu, i otrzymujemy, ze f(z) jest wypukta na prze-

dzialach (—oo, — {/ 55) oraz ({/ 55, +00), natomiast jest wklesta na prze-

dziale (—{/55, ¢{/55). Punktami przegiecia wykresu sa punkty z =

1
+/ 55



